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APPLICATIONS QUASI-CONFORMES SUR DES PRODUITS
FINIS IVESPACES NORMES
PAR

SILVIU CRACIUNAS

Dans cet ouvrage, on établit, i partir d’un s-uple d’homéomorphismes
sur des espaces normés réels quelques résultats concernant la liaison entre
fa quasi-conformilé des applications composantes dans le sens de la défi-
nition métrique et de la définition avec des dérivées scalaires) et la quasi-
conformité de l'application produit.

——— . ol . ,
Sotent E, i=1. n des espaces normés réels et E =[] E, I'espace

p=1
produit sur lequel on considére la norme définic par
re€l- || xi{=max || x; on v, =Lk, et  x=(x,.. %)

1<ign

et ol pour nc pas compliquer la notation on a utilisé || §| pour toutes les
normes. Sur £ dans la topologic produit compatible avec la norme intro-
duite, on peut considérer comme une base, les ensembles ouverts, dela forme
”
p=II Dy ou D; sont des ensembles ouverts de F..
=1

On note aussi

f: D=l D,~p =1l D;

i=} f=1

I'application définie par

xE€D=f(x)=(f{x1) ..., fo( %)),
ot f,: Di~»D] est un homéomorphisme de V'ouvert D;=E,; sur l'ouvert
DieE, (i=1, n). Il est aisé de voir:
Proposition 1. L'application

f:D=IID,~p=11D;
i=l i=1
est un homéomorphisme sur D.

Soit maintenant l'application f de la proposition précédentc ; on
considére la dilatation locale linéaire et les dérivées scalaires définies
respectivement par les relations

& — Matematica



318 SILVIU CRACIUNAS 2

5u(x, f=lim ZE LT

r—0 lx, [, 7)
Dfix) = Tim inflLEIZLE Doy tim supl 2]
v [EEd s i)

ol pour r suffisamment petit, on a noté
L(x, f, y=sup {Il f=)=f) N1l &' —x]l =r}
Uz f n)=inf {IA=) A=) N 2 =2l =7} .
Soit K2>1.
Définition 1. On dit que 'application
f:p=11pD,-p'=1l D;
sex ] i}
est K-quasi-conforme dans le sens de la définition mélrique, s1
8u(x fl<K
guel que soit x<sD.
Définition 2. On dit que lapplication
f:p=lIp D=1 D;
t=1 i=1

est K-quasi-conforme dans le sens de la définition avec des dértvees scalaires,
si les conditions

(1) D-f(x)>0, D+f(x)<o0, VxeD,
(#3) DHf(x)< K -D-f(x), VxeD
sont vérifides.

Si f vérifie la condition (i), on dit que [ est non-dégénérée sur D.
Théoréme 1. 57

n n
f:D=Tl DD =11 D}
jel §ml
est un homéomorphisme K-guasi-conforme dans le sens de la définition
métrique, alors les applications factewrs fi: D~ D; sont des homéomor-
phismes K-quasi-conformes dans le sens de la méme dé  finition.
Démonstration. Soit pour un ¢ arbitraire I<i<n un &lément 2% = D,.
Soit xpeD, xo=(2% 2%,...x0) olt pour j#i 2] sont des éléments
arbitraires de ;. Pour x, <D, arbitraire, on note par x" 1'élément de D
donné par

. L1
x0=A(x8, 3 ,.. 205, %, %04y ..., %)
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On a, ¢videment, les égalités

) | a® —xfl =W 2=l
() —fxo} | = Il folx) (AR 1.
Donc, si on prend x, € D; arbitraire tel que | 4—af || =, pour r suffisam-

ment petit, on obticnt les inégalités:
Uxo, £, 7)< 1) —f(xa) 4 = I fulx) ~f:lad) <L(xe f, 1),
et donc :
Yo, f, <UR, fo, NSL(R, fo, 7)<Lixe, [, 7).
L’application
JiD= ﬁ DD’ I:“[D;~

=1 gl

étant K-quasi-conforme, pour £>>o arbitraire, il existe r(e)>0 tel que
pour tout r, 0<=r<r(e), on a

Lz /. 7) <K+e

Z(XQ, f, f)
Dene

L{xg, fo 1)

g, fo 1)
Si 7 tend vers 0, il résulte que

ab(x?: fi) <K+ E,

¢'est-d-dive, f, est K-quasi-conforme dans le sens de la définition me-
trique.
Théoréme 2. 5S¢

<K+e

” L]
f: D=1 D,~D'=1 D;
i=1 i=]

est un homéomorphisme K-quasi-conforme dans le sens de la_définition
avec des dérvivées scalaires, alors les applications factewrs fo:D;—~D; somt
des homéomorphismes K-quasi-conformes dans le sens de la méme dé--
finttion.

Démonstration. Avec les notations du théoréme précédent, les
relations (1) sont évidemment vérifiées.

En utilisant les définitions des dérivées scalaires, on obtient

Dofi(x0) = Tim supl BNy DS

’-—"? ” X _x? n x(i)-ox? H xl" — X ”
s‘ﬂs"? ,l'i)“,'
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Z lim sup*——-——-—-—-—-—-tf(x) =[xl == D*f( %)

| x—xoll

=1,

On montre, de la méme maniere, que
D> Df( o).

Par conséquent f, est non-dégénérée sur D; et

0
D+f‘(xi) < D+f(x0) <A,
D)~ D (x)
c’est-a-dire f; est K-quasi-conforme sur D; dans le sens de la définition

avec des dérivées scalaires.

Ensuite pour établir les conditions dans lesquelles la quasi-conformit¢
des applications fi: Dy— Df, i=1, n implique la quasi-conformité de
I'application produit, donnons quelques résultats auxiliaires.

Proposition. 2. Soit le n-uple d'applications

foiDi=D;, i=1, 2, ... 0.

Pour xpeD =1 D, et ¥>0 suffisamment petil, tlexiste iy, 1o qut dépendent
1—1

de v ef de xp fels que

L{xe, f, 1) - L(x2, fi.. r)

& Uxo, /7)) HU2% fur 7)
Démonstration Soit r>0 tel que S{xe, 7)< D. Soit £=0 arbitraire
Il existe .. 3 tels que
It —xoll =1 ¥e—%oll =¥
et
(3) L(x, f, ) —e < | f{x)--f(%} .
(4) Uzo, [, )+ e= Iy —flxa) i -
Mais,

I fm) =) = max 1S A} =
st o (RN S L for 70)

%, est l'élément de || xe—xoll =7 od le maximum est ateint et soit

v, = 2%, —2% llet 0<r,<7. 51 on observe que

L(xgu f‘u "h)zsul} {“fh(xh) —ﬂl(xEI) “ :" xil—‘x?| H =r‘l}-=
= sup { [fu(2)—fu(B) I N xe—2A STl =
$ sup { iif‘l('z‘l)——f‘l(x?l) “ . “ x‘u"—'xgx H 51’}=L(x?‘, f‘l Y)'

3 APPLICATIONS QUASINCONFORMES g21

il résulte que,

S (xe) —f (xa} | <L S1,, 7).
cl en utilisant (3).
{3") Lixe, [, r}-e<L{x%, fi,, ).
Dans le raisonnement ci-dessus x, dépend de x4 et de v, donc 7, dépend de
i et de 7.
_ On considére maintenant U'inégalité (4). Pour au moins un ¢, noté
i, oD A

| ve—xoll =1l 3%, —at, I =7,
ot

V- X =ngry, pourdi=1, 2., u.
Alors,

1 (3ey —flxo) | = max 4G —fn 1l =

=g B

2 1 £ (%) ol 2 D) B S 7,

¢ est-a-dire,
{4') Uxo [, v)+e>laY, Ji. 7).

De Pinégalité (3') et de Vinégalité (4°), ¢ étant arbitraire, on obtient la
ronclusion.

Proposition 3. Sei! D= D; ¢ xpeD. Pour toutc suite (x, )00,
A=

Ak ¥g el Xp— Xy, 10 existe un 1, 1<i< n, of une sous-suite (k,)0 (k}tels que
I ax—xa)l =1 ¥ =71,
vited gue soil ke (k).
’ Démonstration. Pour chaque k=(k) il existe au moins un 4, noté
1, tel que
g e k A |
| ae = b =l 2% —a i -

Si on considére la suite (xf). on peut réordonner les termes de la suite
en considérant tous les termes de la forme %, puis 2%, ctc.

Pour un 7 doné, % prend seulement une partie des valeurs de (£), notée
k). De plus,

(ak)y={x%; ke(h)lu U {&; ke(k,) ]} .

Bone pour au moins un 7 noté 1, I'cnsemble { #% ; k=(k,)} est infin et
par conséquent, représente la sous-suite de (x,) désirée, car évidemment,
nm a Végalité

I xs—axoll = [ 2% =% ||

giel que soit ke (k).
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Proposition 4. Soil le n-uple d'applications
fi: DD, =1, B

51 les fy sond non-dégénérées sur Dy, alors Lapplication

r:p=1p-p =N D

= =1
est non-déuénirée et pour loul x eD, il existe iy, iz qui dépendent de x, tels que
{3} D)< DHi, (%), DA(%)2 D /o).

Démonstratios. On montre d’abord que pour tout v, D flx) <.
Supposons qu'il y aurait xo =/ pour lequel D*f(xe) =co. Pour keXN arbitrai-
re, 1l existe x, =D avecxi— %o, A% Xg et
(6) “f(xt) —f(fo) “ =k,

Hoxe—2oll
c¢'est-a-dire
max | fi(xF) ~f{D N,
Igign .

Il xe—xoll

On va montrer qu’il y 2 au moins un ¢ et unc sous suite (&)< (4) tels

que
”ft(”“ _f&(x?) Il ~ k.
I} 2y — %ol

En ecffet, si pour n'importe quel 7 fixé, il v a tout au plus un nombre fint
de termes de la suite ayant le rang maximum k., pour lesquels

LA AN

" X = Xp “

en prenant ko= max #; pour bk, on aurait

Ilf«(x!”) —fi{x9) |l <k,

i 2 — %0 i

quel que soit £ =1, n. Donc
LA ~fE)l
| %e— o li

fait qui contredit l'inégalité (6). Il existe donc, au moins un 7, noté ¢y, ct
(') = (%), tels que

PACAACAL Y

i} %y — 20 f
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Donc¢ on a

WACAR AN B WA AR AC I EAR

0y -0 | i xe— %ol |k g
| & —xoll

Mais 1 — 1, i . e
1S X — Yo, implique i 2], donc on a D*f (4

5 & (13 € N x‘. =
dit le fait que £, cst non-dégénérée. fulxl) =2,

{5 avec
D (22} = max D+fi{x°
fll( n) e j;().-.),

D f,(25) = min D-f(xY),

1gign

ce que contre-

On va montrer, ensuite, les inégalités (3). Soit xpeD. Il existe ¢
5 4 1y,

ol 1t 0 S :
U xp={x) et #;, ¢, dépendent de xp. Soit €0 arbitraire. Pour 7 =0 il

existe x, tel que

- 0"':. ” x,——on < r

Py — e W) =) | _ i AN

i x — I %~ 250 |
o MAGR) AAN N~ U full) —ful20 1
I2 0 Fa~xoll | f—a2

ou Ol o, —2lll < 2 —xoll < .

I existe 7,(4) >0 avec

fifo(xs) —filxd |l TV F
R

pour tout v.<D; tel que || xi—aQ [l -<riy) .

Soit % >0 arbitraire et i

¥

Soit = mi :
01 .ro {(n) 122: vi(m) et 7 avec 0 <r<ry(y).
On a les inégalités

D f(g) — e - Wul¥h) ~fulh) |
I =,

LD () + g DY (a)
parce que

O <l 5{ = sVl fiar - xg |} <r-<roly).

e ¢t » ¢étant indépendents de x, et de ¢y, on obtient, 4 la fin, que

DY f{x )< DY fi(a9).

Igign.
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En suivant le mdéme type de raisonnement on obtient l'autre
inégalité.

Les inégalités (5) étant établies, il reste & montrer que f est non-dé-
générée sur D. On a montré déji que pour n’importe quel x= D,
D+ f(x) <. On observe aussi que st les f; sont non-dégénérés, de I'iné-
gahté (7) il résulte que D-f{x}>0 pour tout x€D,

Théoréme 3. Soit le n-uple

fiiDi=Dy, i=1,2 0

de homéomorphismes K -quasi-conformes dans lc sens de la définition
mélrigue. S1 pour lout xeD, x=(x), on a

(8) li(fh -rir r)g]-j‘(fj, ‘1’1'1 T)’
quels que sotent r>0 el 1, j avec 1<i, j<n, alors Uapplication
f:D=WDp,~p =1 p;
i =1

est un homdomorphisme K-quasi-conforme dans le sens dc la méme définition
avec

K= (max K,)*

1<ign

Démonsiration. On a montré (la proposition 1) que I'application f
est un homéomorphisme sur I} Soit xs=D. Il existe #;, 4, avec 1< n,
1<da<m, tels que llinégalite (2} soit vérifiée pour tout r>0. Soit e>0
arbitraire. Pour ¢, 1<ig#n, il existe »/(e) tel que, pour tout » avec
0-<=r<re), on ait
L{s, fi, 7) <K
i, fi, )

Soient ry{e)= min r,(g) ct » avec 0<r<ry(e) . On a
1<ign
I{xo, fi ) cL S 1)
l(.'l'u, .f* f) ( Xis ﬁ:'r) N
I,(x?” .ffl' } I’(xiz- ir T’). l(x"l' .fis' ?’) <
Ual, foo 1) U fur 1) LGS, S 1)
g(I\'il—l—E)(K,-,—*—E)g(Kf.+€)2
ou K, = max K, En faisant d’abord »—0 ct puis £—0, on obticnt
JESE-4 ]
3, (x0, fISKS,

o K} nc dépend pas de x. Donc f cst Ki-quasi-conforme dans le
sens de la définition métrique.
Théoréme 4. Soit le n-uple

fi:Dy=Dj, i=1, 2,...,n

i+ e

.

u AFPFLICATIONS QUAS]-CONFORMES S

de homémorphismes Ki-quasi-confomes dans le¢ sens de la définition avec
des dérivées scalaires. Si pour loul x €D}, x=(x,), on a

(%) DAfilx) < D(x5)

guels que soient 1, 7, avec 1<1, y€n, alors
VRN | IV P ) | )4
=1 v 1

cst un homéomor phisme K-quast-conforme dans le scns de la définition aver
des dérivées scalaries avee K ={max(K,)%
151
Démonstralion. Soit ap= 1) arbitraire. On a montré dans la proposi-
tion 4 que

S p=Up-p=11p
1=1 ]

rst une application non-dégénérée sur D) et qu’ il existe 7y, 7» qui dépen-
dent de xg avec

Dif(xo) _ DHA(4)

Df(x0) ~ D- (fu(x2)

ou
Dif(xo) _ D'/ (aR)  Drf(ad) DA
D f(xa) " Dfla) D fifah) DL
D+f“( %) D*f,,(x?,) - Ny, < (max K,)*
T DAa) D f:,(a..) 1
ot K e={max K;) ne dépend pas dc v,

]
Remargue. Pour montrer que les conditions {8), (9} sont nécessaires

¢t gque la constante K=(max K ) est la meilleure possible, nous allons re-
Igign

produire deux exemples construits par M. Dr. Petru Caraman qui a donné
vn plus, afin de faciliter le calcul pour ces exemples, une démonstration
{non-publiée) propre au théoréme 4. Commen;ons par cette démonstration.
Soit o€ D et {x,} une suite de points de D telle que a2y, ot

I)"'f(xo) lim Hf(l)_f('xﬂ) ” - llm”f(fk)_f( rﬂ) i

X ¥y, 1 X, “ X —Xg “ ho ” X — Xy ”
max || fi(xf) —fi(a]) | I fn(#5) =fula)) |
lim ==2 lim =
aew o max || ak a2 L 5, — 2%l
i

” j; (x?k) '_f(k(x?k) ”
m
ey — a2l

=
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oil l'on a noté par 4, et 7, les indices i pour lesquels le maximum du nu-
mérateur, respectivement du dénominateur de la troisiéme fraction ci-
dessus est atteint. Choisissons maintenant une sous-suite de {x%} (que

nous allons noter pour simplifier toujours par {x%}) et telle que la

limite supéricure du dernier rapport des relations précédentes soit égale
A la limite de ce rapport selon cette sous-suite. Ceci implique

” ﬁh(xﬁ) 'fly.(xjf;)) :'
A

Difixp)< lim

LR

Mais évidernment, il ¥ a au moins un indice #{1<7g #) tel que Pon ait
ty —iy pour une infinité d’'indices %, de sorte que )

D)< lim A (=) Al o [ ey (250) /() 1 5

” x,:‘_x?* it #orim | _"L"fa xoio i’:
_flx?
< lim 1JelZeFBI N pep (20 < max D ().
-"."’*"-,. H xl'o A x(l',o E-
LIS

En raisonnant de la méme maniérc pour la dérivée scalaire 0f(x), nous
obtenons

Df(x0)> min D fi(x).

Isisn
ce qui implique, en tenant compte de la K -quasi-conformité de f; et du
fait que

max Dfi(2)< min D+f(z]).

1Sisn 1in
D+f(xo)< max Dtfi(ad)< max KD fi(x{)< K max Dz <
Issn Igign tgign
<K min D*(22)< K min K;D-f(s8}<K®min D f{xl}<
i Iigin

< K*min D-f(x)
i
oti K=max K,
tsise e . .
Exemples. 1. Nous allons montrer que la condition (9) est indispen-
sable. En effet, prenons comme homéomorphismes K,-quasi-conformes
fi(i=1, 2) les homothéties

vi=Mxy, yp=exy

¢t supposons pour simplifier xo==0. Alers en prenant {x‘-’}u—ﬂ{;. 0} nous

anurons

0
.1

3] APPLICATIONS QUASI-CONFORMES 3

i Af
- max(-é—, 0) T
D*f(0)= llm“_.,__.-.—- =,“{$ lim—‘— =D+f1(0) max D+fl(0),
koo 1 kerwo | L2
max]-, 0 =
9 .
tandis que
max (0. Tz) *j“?
D f(0)= lim ————= = e= lim = =D+,(0)= min D°f(0),
e 1 PR 1L
max! 0, - -
8 T

de sorte que D+f(0) —(M[e) D f(0). Donc f; ¢t fz sont conformes, tandis que f
A

est = -quasi-conforme, car la relation précédente  est valable dans
€
n'importe quel point de l'espacc.

Si on considére la définition métrique de la quasi-conformité pour
fi et fa, alers L(0, fy, )= (0, fi, r)=M, L(0, f5, r)=L (0, fs, r)=¢ et
par conséquent la condition (7) n’est pas vérifice. Soient =(x,. 0). x%=
—{0, x) tels que || x| =i %21 = r. Alors,

L(0, £, 1= | f(#) | =max (1 filx) I U f2 (0) i) =max (37, 0)=-M
1o, £, Ny [ F{a¥) i=max (1 £O) 1, {|fo(x2) [} =max (0, er)=cr
¢t par conséquent,
L, f. 7 BE .
Ho, f. 7 €
quel que soit 7=>0. Si r—0, il s'ensuit §,(0, f)>1, donc f ne pcut

pas étre conforme.

2. Nous allons montrer que la constante K =(max Kf) cst la meilleure
|E )

possible. Considérons cette fois-ci les homéomorphismes A-quasi-conformes
suivants du plan :

(yi)a=(x11 { () =(x2h
(v =( 1K) {xs)e {y2)e=K(x2):

=

- __max | fi(aP) i -
DHf(0) = g AL QU g2 - MG L
e 4™ mew max [falfl ewel
iz -
wm

De la méme maniére, on montre que D'/1(0)=}|;D*_f;(())=l,(')‘f.3(0)_~1
<

Dfl0)y=K ¢t D-f(0)= -, ce quiimplique

L
K
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DH(0)= max D+f(0)=K =K max D-/,(0)=

15ig 12

_K min Di(0=K? min D-f,(0)=K*D-f(0).
lgigm lgism
Considérons maintenant la définition métrique de la quasi-conformité.
Soit r>0 et x; tel quell sl = P;ai(a (Jl (sl )=r, On a

r 57 0< [ (x1)2ll € H{mhall=7,

1
ax [} ( l,— rhs10<j{: < H (a =
i () e D ) (s;(n),t K’} 0 [ (a1l <l (a)ell =7

;';,-r si(n)y=0, Il{x)ell=.

i 1
Ofl—-l-v ¥ < max (H(.\',),N,—; . r)sr, donc L(0, fy, 7)=r, W0, f1, r)=— 7 ct
K K K

3,(0.f1) =K. D¢ ]a méme maniére, on montre que L(C, fo, r)=Kr, 1{0,fo, 7} =
7 ot 8,(0, fo)=K. Soit maintenant I'application produit f=(f,. f2} ct
soit x=—(x', x*) tel que

max il 2= max (0 (x), h)=r.

=

On a

K‘,rs /) <K,

les bornes étant atteintes pour x==(x', 0) ot x1=(0, (x1)2), |l (x1)zli=7
respectivement  pour & ={0,x7) on x2=(0, (xe)2), || (x2)2{l =7. Donc L{0

S, r)=Kr, Y0, [, r)= —;: y et 3,00, f)=K? c'est-a-dire f ost K*quasi-

conforme.

Ensuite, nous allons considérer une classe d’applications quasi-isonié-
triques définies sur des cspaces normés réels. A la fin de cette Note, on
montrera que les applications de cette classe sont quasi-conformes et quc
I'application produit définie par un n-uple de telles applications cst aussi
conforme.

Définition 3. On dit gque f: D—E est quasi-isométrigue sur D, s'i
exsstc une constante C=1 lelle que

C- x ="l <4 Ax") A=) <Ol #' =27

guels que soient x', x''€D. )
Proposition 5. Soit f: D—E. S"l existe @ avec 0<a <1, tel que lappli-
cation F(x)=x—f(x) vérifie la relation .

W F(x)—F(x' ) <ol &7}

pour tout x' x'' € D, alors [ est quasi-isométrique sur D.

13 APPLICATIONS QUASL-CONFORMDS 4y

vy

Démonstration. Soient x', ¥'" & D. On a les inégalités

e =2 = ) = < o' =" ()N =
= || F(=')—F{(s")|| el x'~2" |.
D’ici la double incgalité
M I e e VI CO R [Can I (b ¢
ou,
(10) (L=} || ¥ =" H < IIAx) ") <) x'—x"1
Soit ¢ If{l—=«}= 1. En utilisant (10) on obtient
C Uy —x" || <(t—a)fla’—a" | <NAX) /") <
(o)l ' =" | <Clha"—a" ]

cest-a-dire f est quasi-isométrique sur D).
Proposition 6. Soit E un espace normé réel ¢t f2 D~ D" un homéomor-
phisme. S'il existe a avee 0<x <l tel que Uapplication

1= F{x)=x—f(x)
vérifie 1'inégalité
| F(x')—F(") | <all ']

pour tout x', 5" = D, alors f est K-quasi-conforme dans le sens de la défini-
tion métrigue avec K=(l4-a)f(1—a) .
Démonstration. Solent xy= D et ¢ =0 arbitraire. Pour >0, il existe

rr E

x, ¥ = D tels que

L(xo, f. v)—e<|| f{x") - f{x0) I
Uxo, £, 1) e I A(2") A=) Il

ol
|2 =zl = 2 =gl =7 .
De l'inégalité (9), de la proposition §, on a
A(x)—Axmoll < (1-a) |l " — %ol
Az ) —fzo} U > (1—a)l} 5" o]

¢t en conséquence

L(xy, [, 7)—¢ I+«
Uxp, [, M) +e 1l—a
l+a

ol Km-i-——-—ne dépend pas de €, r et xo.
-



330 SILVIU CRACIUNASG 14

[T résulte que
Sulxe, N<K .

Proposition 7. Soit E un espace normé réel et f: D= D" un homéomor-
phisme. S'il existe a avec 0 <a <1 fel que Uapplication

x> F(x)=x—f(x)
vérifiv inégalité
R —F(x") ) < ll /=1L

pour tout x', x'' & D, alors [ est K-quasi-conforme sur D dans le seus dc
la définition avec des dérvivées scalatres awec

K =(14a)/(1 —a).

Démonstration. Des inégalités (9) pour xp & D arbitraire et x=D
avec || x—2xpll# 0 on a

I—ag WA Sl
Il x— ol

Donc
DHix)g14a, D f{xg)z21-~a.
c’est-a-dire f est non-dégénérée sur D. De plus,

Drf(x0) < 1_‘_*:'_‘
Df(x) 1-—a

o Ke=(14-a)}/{1—o) ne dépend pas de zx, .
Proposition 8. Soit une n-uple d'applications

fi:DD=D;, i=1, n.

Si pour toul i=1, 2,...n, il existe a, avec 0 <a <1, tel gque l'applica-
tion F,: D(—~E, définitie par

Xy —‘Ff(xi) =Xy _f((xi) ,

1

vérifie Uinégalilé
I Fu) —Fol ) | <ol 5=,
quels que soient x;, x{ €D, alors pour Uapplication produit
f:D=11D,»p'=1I D;,
sl sml1
t] existe « avec 0<la <1 el tel que lapplication
x—=F(x)=x—f(x)
vérifie la relation

15 APPLICATIONS QUASI-CONFCORMES

N F{(x)—F(x")|| € a|j]x’—2""||, pour tout x', 2" € .

e D arbhitraires. On a
| F{x"y~F(x")}} = max|| Fi(x:) —F{x) || =
l<ign

Démonsiration. Soient x', x

x [Y IS TR T ’ Iy [ L

= l F‘:(xil) 'Fh(xi,) | = Gy g xi.""xi, || £ 4= ” X —Xx }
oit a= max a; ne dépend pas de x', x"
Igige

Consequence. Dans les conditions de la proposition précédente, i
fi: Dy-D;, i=1, n, sont des homéomorphismes, alors aussi bien f;, qur
I'application produit sont des homéomorphismes quasi-conformes {dans
le sens de n'importe quelle des deux définitions).

L'affirmation est une conséquence directe de la proposition 8§ et
des propositions 6 et 7.
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