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LHOMOGENEISATION D'UN PROBLEME NON-LINVAIRE
PAR

GELU IPASA

Dans ce qui suit on considére une équation clliptique non lindaire,
de tvype  Navier-Stokes, dont les coefficients a,y, sont Y periodiques, v
ctant un parallélipipéde de R*®. On fait I'homogéncisation de cette équa-
tion et I'on démontre un théoréme de convergence, bien que le terme nonli-
néaire soit présent.

1. Introduction. On considére I'équation :

“ i + _(]_(pb‘ —o) =f; dans Qe i3
1) x 8.\"_ (’);\'1 il i} i S 3 B

(IiV u U', U/GQ=O.

oit u est la vitesse, p st la pression, o= au (¥)sa(i).

s

za(1t) (

dity dy
X, dX,

) A =0 ot dend i %3050

it — Y-périodiques, dpn SLAY), 0= =duny;

En définissant © % p(x) =aga(vfe), (1) sc transforme en une famille
de problémes pour e— 0. Alors nous avons le probléme ¢

aus ¢
| we S5 L (455, 0t ) =f,. dans
(2) * 8X:  0X| g 0

div u* '0, U'/aQ"—'L‘O

En définissant 25, —=af g, (uf), (2) devient:
, . T e . -
(2°) (”k; . wi)—i—(“ﬂ'ﬁ ey(w)) —(p* div w)y=(/. w0,

“ii

(V) weio(Q), ot (.,) est le produit scalaire dans Ly(€).

Les conditions d’existence et unicité pour (2) sont démontrées dans
'3]. L’équation homogéneisée est obtenuc par les procédées classiques
comme dans [2]. On suppose que uf, $¢, of; ont un dévcloppement de la
forme :

ut —u®(x, y)+eul(x, y)+ ...
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3%}

pe==pOx, yieplx, v+ ..
of;=oy(¥, ¥)teoi(y, Y+ . y=x3fe,

ol u?, p¥, a¥, sont Y-périodiques en

V.
En identifiant les termes en €7%,272, ¢, on obtient ;

a . .
(3‘) S (u“-“,ex,,(u")) = 0, dl\'z uﬂ‘i—dl\'y ul O,
(_}'j
ol ¢
(4) ug Tt 4 (P, —cly) =0,
Gy dyy
, dul

(5) iy

e oy T )
) ( AL —) S (P8, 6l - ('8, —aly) =0,

Ay dx,  dvy dx, dy;

L'¢quation (3) montre que w'=u® (r), donc les termes en cudfdv,
disparaissent. En appliquant I'opérateur movenne dans (5) et en exprimant

5‘},- en fonction deu® #'1'aide de (4), on obtient, ennotant ~ =-71/u{Y)] g du

.
i

TV B a7
{6) 15 : + — T At . lean{u®)) =/,
W dx; dx;

1 3
S (at'.l'h'}'“i-lm Elﬂl(l"““l)) ?

#rl.
-

2 iikh =

ou ¢ est la solution di probléme local

-

(7) g“ﬁ.mﬁan(P”") =— i Az W) (V)we iy,
o

¥ ¥
Vy={uelVY{Y), u=Y-périodique, div u=0}.
2. Théorime de convergence. Nous allons démontrer le Théorime
suivant :
Soit ut, P la solution du  probléme (2), uv, p* la solution du probléme (6).

Alors, pour -0, ef pour || fll,, suffisamment petit, indépendamment de
g, NOUS QUONS |

1) vt u® dans Ly(Q) (fortement convergent)

2) P i0+ct. dans L,(Q) (faiblement convergent).

Dans (2} prenons le produit scalaire avec u*, dans L;(Q}, ¢t en utili-
sant Dellipticité de a,;, et les proprietés de u, on obtient.

(8) I 26 13,0 < 1/ e fa=C ; donc pour e~ 0:
ut—u" dans I’f’.‘_,(Q) G
ut— u* dans L2(Q)’ le U*=O, u'/aQ——-O.

Dzus (2) prenons le produit scalaire dans Lp(Q) avec w =I¥3(Q).
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(N letetc,

&
Spp, W= Sji e W,

1
X, s

{
done - [voir-2-Appendix], nous, avons:
(9) pt—p" dans L,(Q) pour -0,
PPuis, (8) ct les proprié¢t(s de a,;, nous montrent que:
(10) tr.— 21, dans 1.(Q2) pour ¢-- 0.
Montrons maintenant que le terme non linéaire est faiblement con-

vergent dans L.{Q). Soit we=Cr(Q):

it .y out . € .
(sz, — ——, w,) = S (aef — 1) -q—' W S up ~— (us ),

GXy Zx; Gy cxy
{2 {1
; cuy
< o= M D g 9l — § (0 T <
._, (}xk

Q
< futen N W e+ 1107 e, 1 9W ).

Mais welf et |wl,, ct]| Vw{,, <. Donc pour e—0:

a1t G [
(11) S S G PELLI ;l-‘.) () w e L.(Q).
Xy | dxy
Le probléme local (7) peut étre écrit :
§ Lo
. C 14
— (agpen(@™) = — —— (@m) Q
aVy dy oy

g'™ étant présent par la décomposition de La(Y).
L'équation ci dessus peut étre transformée en une équation globale,

en possant v=xfe, done S
dy, éx,
(12) Sﬂ.-m(-"i/e)Ein(l""’)%(“')=Sq‘“" div w (V)w =13 (Q),

0

ol g (x) =g (x[e), £ (x)=ep™ (xfe)+A"(x).

!

El £m__(_6—: 6, T, 0 ’.“)' Zrmzplm _!_Alm_
Nous avons

(12%) '™ A" dans L.(Q) poure—0.
Le probléme = sous la forme variationelle s’écril

ou§ : |
N e o S v § /e
{1} [ 8] e i) it
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Soit ] (Q), prenons w—=b, ¥ dans (13), w=du* dans (12) ot
leur différence nous donne:

o A S ad
(ai-n. lskh(/w") ('_‘_ '“§+'€""" “‘i) —ef{u®) -(-:-—— ya "—7}‘“’“)} —
- 1)

; \ox; 0x; Xy vy
8 ot
: Su: o L Sqﬂm div(du) - S p div (Dysm) — S S @yt
123 s 9] i} [¢]

l.e produit scalaire d’une suite fatblement convergente avec une
suite fortement convergente converge vers le produit des limites, donc
nous avons!:

\‘q“"(rg’e) div {(du®)— g (;/'rm) _‘?‘_91 — 1} =0,

0 o OXy
e 1 | [P ) L
Sp div (gt Sj) {.é_._ yiim L div (Arm)) . SP div (BA™)
! - . 1
S"r‘(d”-?m)"Sfi"’A!”' ( o O
f "ﬁ'

0 0
(T, £ (DAY — (P, div (BA™)),
ol nous avons utilisé {8) —(11), {2') ¢t (12'). Donc la limite de Ia deuxiéme
partic de (14) pour =— 0 est:
(15) (H; (‘-1-1:‘-'- , (I)AE""' _ 'IE,:J. SU((DAHR))_
&x) J

I.a premiére partie de (14) nous donne, pour 2 0

farin cald™ - (eu(@u’) ~Peyfu’))
{16) o
(i <o DA™ £ (G, Pera(AI™) (”'

(ﬂ

(DA lm} .

Xy

En comparant (15) et (16), on voit que le terme non linéaire a dispar u, et

S"1i:1-n€15(u‘)‘1’ ~(Laca{A™), ®)
0
v ot dALm

i TR
en utilisant 7, =13,

- = 8mHin ON obtient :
(jxn

(]7) Z;m'_"i itim Ei} (U')-
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Donc Ya limite e (27) pour e—0 est:

“(fi i), (V)w = WHQ).

Or, {18) a une solution unique dans les conditions du théoréme démontre
dans 3, p. 164 ¢t p. 166]. Donc u” =uf, et p"- $9 3 une constante additive

pres. . : . .
Rémargue. Le théoréme du §2 peut étre démontré ausst pour unc

équation de type:

(19) - —i(a,_,ﬂ)—kbm”-‘-qy— =/ dans Q< R?, u#f3n="9,
dx; A dx;
oll ) =10y, (3) a>0 ct (h_;C;CjZ C‘.:;, a,~;=Y—péri0diques, iy € [,:(}'),
h, -constantes. La famille de problémes est obtenue en possant:
(3 =au(3]<). o
| ex1st~.nce de la solution de (19) peut étre démontrée comme dans
47 ou [3] en utilisant (20) et (21):

dut® a
20 Sb—-——S—— bt =0,
(20) or, axj(:f )
I {1

> = ult \ -
(21} atp—=n" dans wé(!l):( i (‘?" —b; -?-‘—- b -0, (VP =Ch (Q).
(’xJ 31’1

La propriété (21) peut étre démontrée de la fajon suivante :

((bj ua, —b, du,) ) Sb Hom Yk 4wt + u)

8.1’) d‘\,_,

Xy

<illey - lotm— 1ty - (Rl ltelle, - el Al ML) VPl -
Montrons maintenant que (19) a une solution unique. Soit a(x, v}
du v .
Sa,; . =— ; NOUS AVUNS !

6,2"- ('?‘A’;
11

d .
22) alr, u)+(bj “ y}ﬁ(f, ¥) . (V)v = WHQ).
X
En prenant en (22) v=u#, u ¢tant la solution de (19), nous avons
(23) e iy ey < 1A
Soit 1, s, solutions de (22). Donc:

d .
(24) e m)+(b,"“1 p, 24 ) 0 (Y)w=TTYQ).
dx; 33’;
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Nous avons:

a1 ang ]
b= —b,—2, uy—uy S by —— (1] —ud} 1y - 1) =
ij ﬁ‘:c_, dx;

il

. . €
bi(ay g} (b rpe - u3) — (10 —ug) =
day

SCllb e fin — ?f-_*ii'f; }'(””:F‘I',.-i-H"l“r..“”:!?:..‘i‘ﬁ“-z“f..'-
Dounc, en prenant e =, —us dans (24), on a:
(25) lrey —teallly (= 116,112 UlaeallEy =l Nalle, [l < O,
Mais nous avons (23) et:
LS 1l

< .
Fa o

ldlea K e,

Donc la condition :

SKEL S - M b5 [l €27,

nous assurc lunicité de la solution de (22).

L -homogénéisation est alors obtenue par les mémes procédés, en
utilisant la propriété (21), le fait que I'équation en e ! qui correspond a
(4) est la méme que celle du cas linéaire, et 'unicité de la solution de (19).
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APPROXIMATE SOLUTION OF NONLINEAR VOLTERRA
INTEGRAL EQUATIONS

BY
I VAT

Starting with the Newton-Kantorovich method for the approxi-
mation of the solution of a nonlincar Volterra integral equation which
gives a cvasilincarized algorithm for the determination of the successive
approximations, using a variant of the Sokolov method, we obtain an algo-
rithm by means of which the functional corrections may be determined in
a simpler way than in the original Sokolov method or other variants, such
as. for example, the one in [2].

In a certain way the rapidity of the convergence is also estimated.

I. Presentation of the method. Lect

(1) vy = () +\Ka 6 (] dl, x=[a b],

N

be the Volterra integral cquation, where f{x)<=C({a,b). R), K:D-R
is continuous and has derivative with respect to ¥ in D,

(2) D={(x ¢t y):agi<x<h, | y—=fism, m>0}.

As it is known, using the Newton-Kantorovich method, we have the follo-
wing algorithm for the approximation of solution of the equation (1):

¥

f Yorr (%) =f(%) +S{K[x. £y (O] =Ky Ix, 15 ya(t)] yu (8} +
3) .

+ K; [x- ¢ Ya (t)] yn+l(£)} dt;

Yol2) =f(%)

In the paper [2}, N.A. Svarichevskaya and M.A. Yagu-
bov showed that if y,(x) satisfies a condition of the form

—m Y€ Ya Sy tm, m>0,

then y.+, (%) satisfies a similar condition.

16 ~ Matematicd



