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the relations de(C)<3. C eRA(! tmax{2, »)) and C, 1,2 ..., 2.0, f] holds.
Therefore feNRF*(3, 1 5-max(2, n)}.

The # 4-1-ary function g is wniversal {or RF* if, for every f< RF*,
there exists a naturai number a such that

YA, Xg e X, @ld, Xy Uy sy V) =f{), X2 peens Xa),

andg  converselv, for every o there exists a function f& RF® satisfyving
the 2bhove relation.

The theorem 2 allows to give an casy prool on the existence of re-
cursive universal functions. Indeed. by this theorem, for anvy feRF” we
mxy consiruct an algorithm

B=while 1 =0 do {#,. o, w,] [#t2. ve. ®s]...[wy, v, w end
where v is the register 0, so that for arbitrary «,, 4. ..., a, the rclation
(1, ayy @y yeen ity 1,0,0 0. B (0, flay. uq o, ay), 0.0 ...) holds. Now. look
to the algorithm U:

while (0, m) >0 do 711

while ¢ <2 ¢(0. ¢) do

end s = f(m.q. 1), i =143
end

. g g Tipp f st lelitLagimb ] feieid - 2,0) 01 R g) my = e(efi4 2 01,mb
where f(m, g, @) mTinf et Lami] pelelt b2abmy | polefl £1an.mh = eleiis 2anm

We observe that
MLy, T 2P Ptz pinp o B), 0). UL (3] o B), 3E4-1)
i o(B) = P By P Py P P
and therefore the algorithm
begin m 1 =2ph p5 . pZnp_ o U v =e(1, m) end

computes in Xy,Xs ... X, and ¥ an universal recursive function for RF*®.

By mecans of the universal recursive functions and previous theo-
rems, some new results may be obtained. For example, from theorem 2 it
resuilts

Corollary 6. If n>0 then there is an algorithin B=(y) y(¥V,V,..V,}
with 7, of the forma: =0, ¢;=a -+1, u:=a-+b or a:=a-=-p and so that all
recursive n-ary functions are computable by algorithms from the set
fbegin u:=c, B end |ceN}L
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SUR UN INVARIAN] DANS UN TOPOS B LEMENTAIRE
PAR
MIRCEA GEANAU

Soit (¢ un groupe qui oplre sur un CnSCII}blti A Les tljléme_nts.:.r.eiflh
avant la propriété cu-—a, Vo =(:, sont appelés éléments 1nvaréanl,s de
I'ensemble A et on les désigne par (G-ensembles ct on lee:. note A%, L 'asso-
ciation A »AS définit un foncteur { )¢ : Act G—Ens, ol Act G est Ia‘. ca-
tézoric dont les objets sont les (;-cnsembles ¢t les morphismes sont les ho-
memorphismes des G-ensembles. ' 7 N o -

Dans cet ouvrage on essaye de traiter cette question dans un topos
Aémentaire et en lui donne un caractere fonctoriel. o

Définition 1. Un fopos dlémentutre est une catégoric & qut vérific les
condili Foanies ) o

. Mff)nie Sz:”des limites projectives finies c.id. & a des produits fibrés
e jet fipal I. )

£ “n(z’?;)];(tnurnchaquc objet A on a un f_onct_cur exponentiel (—)*: &—&
qui est adjoint a droite au foncteur (—) xd. - .

(iir) & a un sousobjet classifiant ©Q et un morphisme I-—»?. tel que
vA et A'S»A monomorphisme, il ¥ a unscul 3,24 =X tel que le diagramine
<uivant soit un produit fibré:

A - !

3 v

=] il { X
@

Exemple. Le topos des ensembles, le topos des faisceaux sur un
cspace topologique, sont des catégories . )

Soit (G, m) un objet groupe de & ct soit ’A un objet de e

Définition 2. Une opération & gauche de Iobjet G sur A est un wmor-

phisme W: GXA—~A qui vérific les conditions suivantes
{{) le diagramme suivant est commutatif :
mx 14

GxGx A Y G A
loxW l W

i 1)

G A - 4

W

(i) Wigen, L=l _ I
ot m: A—1 est le seul morphisme, et &: 1 -G est le morphisme ayant la
propriété que quel que soit 1'objet Y et le morphisme «: Y 1, &a est
I’élément neutre du groupe Hom (Y, G).
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Définition 3. Soit A et A’ deux objels sur lesquels opére G. Un homo-
morphisme de A dans A" est un morphisme f tel que le diagramme susvant
sott commutatif :

W

Ged — 4
Ixf
Gua w 1_4,

Pour tout morphisme f: 4 -8 de &, on désigne par f~1: Sub (B) —Sub(4)
la fonction qui associe & chaquc sousobjet J—8, lc sousobjet f(]) =
tel que le diagramme suivant soit un produit fibré :

=37 -7

4l I 4

B

Le sousobjet f}(J) =4 de A4 est par définition I'image reciproque par f
du sousobjet B,

Pour tout morphisme f: 4B de &, on désigne par 3f: Sub(d)—
= 5Sub(B) la fonction qui associe & chaque sousobjet {-5A4 de A4, le sousobjet
{.:,,(fX1)—_>B de B. Lc sousobjet Im(fx7)-+B de B est par la définition
Fimage directe par f du sousobjet /—A de A et on le désigne par (1) = B,
Pour tout morphisme f: A -8B de &, 3, est un foncteur covariant, adjoint
a gauche du foncteur f=1

Si AL B5C sont deux morphismes composables de &, alors 3gf=
= 3g . If parceque l'adjonction commute avec la composition des foncteurs.

Proposition 1. Si le diagramme :

B J .
ul v
i
4 / B
est un produst fibré, alors le diagramme ;
Sub () 1A — Sub (B)
p-1 v—-'l
Sub () L — Sub (B)

est commautatif.
Démonstration. Si i: I-A est un sousobjet de A4 et si on considére
Ie produit fibré:
w=Y1) : 4

3 SUR UN INVARIANT DANS UN TOPOS ELEMENTATRE 2ty

alors par hypothése il v a le produit fibré:

= M) [ —-R
.

} . i

T L - B

En tenant compte du fait que dans un topos élémentaire les images sont
universelles, c’est a4 dire, elles sont stables 4 un changement de basc, il
résulte la relation :
Im(f"i') = v {Im fi} < ' (u (L)) = v ( II) c.c.t.d.
Dans un topos &, quel que soit le morphisme f: A4 - B, le foncteur : /!
Sub(B)—->Sub(A) posséde un adjoint a droite, Vf: Sub(d)—Sub(l).
Proposition 2. Tout produst fibri:

1

A —
f! !l
A “ — H

thduit un diagramme commutatsf dans Ens.

T_l

Sub (1) + Sub (A7)
Vgl v/
i = i
Sub (8) — Sub (4)

Démonstration. Comme une conséquence de la proposition 1, le dia-
gramme suivant est commutatif :

jv .
Suly'’ (4°) = Sub (D)
1 1
1 !
Sub (4) E o —+ Sub/B)

Parceque #' est adjoint A droite de 3Ju et Vg est adjoint i droite de g*,
1 'Vg est adjoint a droite de g™! 3u.
IY’autre part, parceque Vf est adjoint A droite de f7%, et »7! est adjoint &
droite de 3w, il résulte que ¥Yfv™* est adjoint A droite de 3yf~'. Dc I'égalité
g V3= Fyf, il suit: w'Vg=Vfo

Soit G un groupe qui opére sur X. On a ¢: GXX->X ct soit p,:
G X=X, et (K, R)=Ker (o, ps),

KGxX3X.

On désigne par X' le sousobjet Vp,(K). Par définition X' est l'invariant
de X.
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Exemple : Dans le topos des ensembles 1 Vpo{K) = {xyC—.\'. V(g x') =
o) =(e V) E N S {r =X, V(g x)=(g. ) ER}={rEX, Vg elb=gx=
vl parce que p3l{a) =Gx{x}. Soit Y un autre G objet de &, On a: b
Y =Y )
soit N'=Ker (9, 1,) ¢t soit Vo (K') Pinvariant de Y.
¥
K EGYZZQY.
Ty

Théoréme. Soit f: X =Y wun homomorphisme. Alors il y a un senl
morphisme o2 VP (K) = Yu,(K') qui rend commutatif le diagramme survani

h »

V(K ) - X
. K

! e i

Vil K') -V
Diémonstration. On considére le produit fibré:

few X = G Y

i ! ]l T

X / ~¥

BDe la proposition 2, on a la relation :
(1) SV () = Y, (15 f) (K,

On considére e diagramme commutatif :

K K oxx —L o X
K' - GxY —//m =« Y
K
[

On a le produit fibré suivant:

=
)
s

')

e (R — o
(<8 ) pcf k'
G1x X L - G xY
1 P prf ;u“z
X -Y

STTR UN INVARIANT DANS UN TOPOS RLEMENTATIRE usy

A ocause de la proprieté d'universalité, il y a le morphisme :
e K—={1=f) (K").

e cst monomorphisme parceque & est monomorphisme.

Donc K cst un sousobjet de (t = f1) (K'). Le foncteur ¥p, conserve les

monomorphismes, donc Vp,(K) est un sousobjet de I'objet: ¥p,(1 X f) 7 (K’') =

=/ VY {K'). (de la relation 1). Donc Vp,(K) est un sousobjet de /7 vV, (K').
Appliquons le foncteur 3f qui est adjoint & gauche de f~* : on obtient

jae 35;’15,(1() ¢st un sousobjet de ¥r,(K'). Par définition on prend 3/V,.(K) -

=Tm({ f%).

I}onc( il v a l¢c morphisme: 0: 3/Vp,(K) - Va,(K').

sz (K} h -

o \ f
£ > Im(fhi=3f(vp K)
Y (K') L

Ilz K Y

(In a les relations
Shegr, B'0=j,
B (0r) = (B' O)r =gr =th.

Donce le morphisme a est Or, ¢t le théoréme est démontré.
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