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IORBITE DANS UN TOPOS ELEMENTAIRE
PAR
MIRCEA GEANAU

Soit & un groupe qui opére sur un ensemble M. Sur l'ensemble A
il y a une relation d'équivalence p, induite par I'action du groupe G définic
par: vex sl et sculement §'il v a geG tel que y=gx.

Par définition l'orbite de Af est Fensemble quotient M/p.

Soit & un topos ¢lémentaire, soit ¢ un objet groupe de & ct soit GE
le topos des G-objets A gauche de &, c’est 4 dire les objets de GC sont les
objets de & sur lesquels & opére (& gauche) et dont les morphismes sont
les homomorphismes des G-objets. (Pour la définition d’un topos élémentaire
ct pour cclle d'un G-objet voir : 2], [3] et [5]).

Dans ce qui suit nous allons essayer de traiter la notion d'orbite dans
lc topos ¢lémentaire GC.

Soit (X, Wy :G xX—-X) un G-objet de &. On désigne par R I'image
inverse de X par le morphisme Wy x{y, ¢’ést 4 dire R est le produit fibré
suivant :

R b v
(N ; |Ax
Wi l
G X xX axbe Lo

Soit po-py, pa= le morphisme & x X x X=X XX, (p,, i=1, 2, 3,
sont les projections canoniques de G %X xX). On désigne par 3,(R) Vimage
du morphisme p7. Donc il résulte que le diagramme suivant est commu-
fanit R == 3,(R) =1m(3)

T:l I ij
P = < » >

G xX xXLTSbube> L5y

Dans le topos des ensembles, cela signifie : 3,(R)={(x, v), 3g=G(g,
% y)€RY={(x.3), 3geC, (gx, y) =8z} ={(x. %), IgeC, v=gx}.

Définition. Soit X un G-objet. On appelle orbite de X ef on la désigne
par X|G le conoyan des morphismes m;f, 1==1,2, . otim: X xX-X,i=1, 2
sont les projections canoniques de X x X.

7
3,(R) X—E X6

Proposition 1. Soicit (X|G, p: X—X[G) et (Y[, %: Y—=Y/G)
les orbiles des G-objets X el respeclivement Y cf sotf F 1 X———Y un morphis-
me de GCo Alors il v a un seul morphisme I : X|G——Y|G qui rend com-
mulatif Lo diagramme suivant -




[
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. X[G
X _
| )if-'
{ ) I =3¢ I(;

i i cverse de Y par ke morphisme Iy X
Soit 1 Fimage nverst de Y i

le diagramme sul}\'ant:

R'c
\H““—-R /Y"‘O AY

| A\
%ﬁ? Y

DA TR AL,
i (W y o dy ) (e Y=

1 et 5 Ty 1
i dlagrs et commutatif, cest 4 dire ona [y 2 X
Ce cimgmn;n;f« Lz}‘w!,)‘_\ b‘__ (FF % F) b b= b Fbs=Ap b, |
gL R ResoRaralT ' e L T TILING
! [1 )(IlI .}\icﬁlc ¢onlité résulte de la commutativité du diagram
‘a- (t‘l" g h‘. ) . - ’ .4(- Yy T vt
¢t la premicre de la commutativité du diagramine

Wy NN

Dimonstralion.
<l vt consid rons

Y=Y

G X=X o
1o s F XF l \I' b
l ”'r Xl}' . :l ‘.'
G oY XY v

-phisme des (-objets.
y i I oes homomorphisme des (-objets
— au init que 7 oest un I sme dus Gobiets, @
qul \.slt) (1‘;1‘ 1n-oprié(‘ilé druniversalité du produit {ibre (1.1:15}@_(‘.&{13,{211 ) (2)
ek : O h VY ot b't=Fb.
il y aun sclul morphisme : R - R tel que ¢f=(e <! )
‘ i = . .
Dans le diagramme suivant: .
- ==pubiZ  xuX

({F w I

R Y G aXxX

fl !G \I" /F\ R . l
. ! p'=ps P3= v

l]»' L SGxY xY ¥

\ ‘ ‘ ' .

.t commutatif d’apres ce que nous avons montré
¥ 4 droite commuic svidemment ; dong
atif. A cause de cela

le carré situé a gauche e nmuta
dans le produit fibré (2) ct celu sttuc‘ e Ot
il résulte que Pextéricur du contour ¢s 't\u
11 résulte que dans le diagramme suivant :

x F

ﬁ_
"
A=
1
;<< -
< 1
-

3 L'ORBITE DANS UN TOPOS ELEMENTAIRE 5

grice A la fonctorialité de Iimage. il v a un scul morphisme g (K-
i) (A" ’ ) H N ’ i
= 3. (N} el que les deux faces Latérales soient commutatives, cv qui rend

Li commutativité de toutes le faces du prisme. Dans e diagramme suivant :

3 ()X Ay

y 7
£ i 1 i ) Il
3 ARy — ¥y el

T
A cause du fait que ies trois carrés sont commutatifs i) résulte que les extés
ricurs du contour sont aussi commutatifs, On a lo diagramnic suivant dont
les carrés situés & gouche ¢t au milicu sont commuiatifs -

Ix 3,(R) = I_I_ B NG =cokir{m, 1, =)
e 7 —

8 I C If’ | F

! IS ¥ A |

B 3R T S e VG —cokan (=1 i)

Qol, & cavse de la fonctorialité du conova, il résulte quil v i un seul mor-
phisme [ :‘\/C——a)f’/G. tel que le carrd situé & gauche soit commuratif.
Remargne. 1association

(X, ) X G
F

B
4 +
(Y, 'y} s Y[ G
définit un foncteur —: €—nad.
Proposition 2. L¢ foictenr = € < estoun adjoind a o
~ Proposition 2. )i Pl abm—d est i adfoind a4 ganche du fonc-
tewr Tt &= ,C dcfini par 1 {(A)=(1, por G A= WG opive trivialoment sir A).
I.).cmonsl}‘cr!wu. Quel que wwit Ve |4, Ve €] on @ un isomnrphimnc
fonctoriel : -
vy vy WYL Y - .
=X} ) ( '___.__..) s XL TUYY) défini par O(f} - fu. on, £ (X)) =

X.-‘G—»}‘.‘ Lo morphisme fu. est un homomorphisme des G-objets, parce
quon vérifie aisément que le diagramme suivant est commuiatif -

GX‘\, [(: Xj“u. —»C \{s.
Jw_‘. l i
!
AY 4 -y

Llinverse de WX, Y). GLX, YY), est défind par: F: s N=T(YV)=(}) est un
homomorphisme il v 4 un seul morphisme /7 N[G—=Y tel que F=Fy;

on met W{F) . On a les yelations :
LN Y OLY, YRS =N, Y,

=/
PN VPPN, YYFY =N, YWF) =T

I
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e R .- . N
Nous allons montrer la fonctoriahité de 'l . Smt o .'{\_1——-.—01\ (le\ mo:tllolrtr}lotif
phisme: il y a un seul morphisme « : X, /G-——X|G qui rend commuls

e diagramme suivant :

X B - X|G
« [
1

Aé] = _"YI.IIG
1l faut verifier la commutativité du diagramme suivant :
¥i{X, Y) AR
GE(X, T(Y)) e T LE(XG, Y

22 |12

YN, YS)

(;C()lfl, T(Y) —=E(X, G, Y ) .
Soit i A——T(Y}H=Y) un monomorphisme ;  les relations suivantes
sont vraies: o
B (X, YIF)=hy(a){(F) =1
W(X,, Y) h(e)(F)="(Xy Y)(Fa) =Fa=Fa,
Parce que le morphisme Fax : Xy fG——Y est I'unique _rflorphismt.a tcl’ qu.e
Fo-Fap, ¢t le morphisme Fa vérific 1'égalité.Fap.1- Ip.a Fa, il resultet
Végalité Faw—Fa co qui montre la commutativité du diagramme de plus

hant. _ . ‘ .
Soit B:Y—=Y,; alors le diagramme suivant cst commutatif

¥(X,Y)

/;C(}‘{, T(Y)) #{,(XI’—G ¥)
he(B) w Byl c(B)
PV g(xI6. v

cé(:t’. T(Y)
Tl ol BYE (X, YIE) = hxf o 8) (F) = BF
(X, YR (B) (F) =F(X, ¥)(8F) =BF =BF.
Parec que le morphisme BF est Vunique

vigé i + t e
montre la commutativité wu diagramme de plus haut ¢
que W est un isomorphisme fonctoriel.
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morphisme tel que BF —=BFp et le

. = i e e i 0l BFy il rés bpalité BFE=8F ce qui
morphisme BF, vérific Pégalité BF = BFu 1l i E:tﬁdoncﬁil résu({tc

|
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ON THE CONSTRUCTION OF BOL LOOPS. II

BY

A LT, SOLAKIN and B, L, SHARMA

1, Introduction. A loop 7{.) is u right Bol loop if and only if for all

x, v, 1 €L,
(1) (vv.z)y=a{vz.v).

Bol loops had been discussed by Bol (1] and Robinson [51. Burn
13] has proved that for any prime p, a Bol loop of order 2p or}.'b‘2 is neces-
sarilv  a group. In an earlier paper {71, we disproved a conjecture that Bol
loops of order 2%, wherc $ is an odd prime are necessarily groups by construc -
ting Bol loops of order 2p? which arc non-associative. In continuation of
the previous study. we consider cxistence of non-associative Boll loops of
order p*¢ where p and ¢ arc odd prime integers. We shall establish their exis-
tence for two gencrators. In particular we scttle some of the open problems
stated by Harald Niedcrreciter and Karl H. Robinson
[4] that Bol loops of orders 18, 35, 50, 70, 77, 85 and 98 can not be deter-
mined. Here we settle 18, 50 and 98.

2. In our previous paper [7] we proved the following theorem.

Theorem 1. Let H be a non abelian subgronp of a group G and let A=
=H xG. For (h,. g,) and (h., ¢.) in A, define

(2’) (kl- .'5’1)0(}‘2’ gz)' (/‘11‘2- begth 21g:) i
then A(0) 1s a Bol loop.

In the next theorem we shall prove that any Bol loop obtained by
the above theorem contains a sub-loop which is also a Bol loop. For example
if G is a non abelian group of order pg, where ¢ divides p—1, then 4 =G %G
contains a Bol Joop of order p2q.

Theorem 2. Let G be a nonabelian group of order pg, and let 4 =G xG.
For (hy, g} and (h,, g2) in A, define

(2) (. g.)O(hg. gsy="{hyh., haehire.),

thew A(o) 1s a Bol loop of order p2q* and A conlains a subloop of order p
which is also a Bol loop. . ( b of order b

Proof. By theorem 1. 4f0) is a Bol loop and o{A)=p2g°.



