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CERTAINS PROBLEMES OUVERTS DE LA THEORIE DES
IFREILLIS NON-COMMUT ATIEFS
AR

GH. FARCAS

Comme onl con ait bien, la notion de treilhs peut-éere introduite
par deux voies distinctes, mais logijuement équivalentes © sott a I"aide d'un
ensemble doté de dews opérations bi aires qui satisfont certaines condi-
tions concrétisées sous forme Jaxiomes, soit & Paide d'un ensemble doté
June relation d'ordre, qui est soumise a la condition quo tous seUs-CNsem-
bles constitués de deux ¢léments posséde une marge inféricure ctune
marge supéricure par rappoert @ cotle relation,

Les treillis non-commutatifs ont été introduits pour la premicee fors

ar P. Jordan [3] Ensuite, en [11, [3] et [4] ont 416 introduites d’autres
classes de treillis non-commutatifs, cellos-ci définies dans le langage des
opérations binaires. On a constaté que les propriétés de ces classes de treillis
non-commutatifs sont cemblabes v celles rencontrées dans la théorie des
treillis. En ces conditions-1a on peut s¢ poser la question i les treillis non-
commutatifs ne puissent étre définis aussi dans lc lgngage des relations
binaircs. La réponse & cette question constitue un probléme ouvert pres-
que pour toutcs les classes de treillis non-commutatifs connues jusqu’a
présent. Il existe, pourtant, deux exceptions : la premiere est due & M. D.
Gerhardts [4] et la deuxitme st présentéc pour Ja premifre fols en ce
travail.

Considérons donc un e¢nsembie 1 doté de deux opérations binaires
A et v, qui pour tout «, b, ceM vérific les axiomes .

{ (a " b) Ac=aA(b/ o),
\ (@ b)Ve=av(bV o),
[ aAnlb o) =aAlen b),
| avi(bve)=aviey ).

an(a’ b=«
l (I\/(ti/\b) «,

Le triplet (M, A, V), ot M oestun ensemble non-vide, ¢t A et sont
deux opérations binaires définies en M qui vérifient les axiomes (A), (B)
et {S) s'appelera un treidlis pon-comm wlalifs de tvpe superplat. Nous nous,
proposons d’étudier les propriétés des treillis non-commiutatifs de type
superplat et de démontrer guc ceux-ci peuvent étre caractérisés aussi dans
le langage des relations binaires.
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1. Remarquons que si (M, A, V) est un treillis non-commutatif de
type superplat, alors dans 'ensemble M on peut définir huit relations binai-
res engendrées par les opérations A et V, a 5avoir ;

apbe> a=aAb, apsbea=avb,

ap.b =b=>0Aa, agaberb=0Y a,

agabe> a=bAa, apbesa=bVa,

aghes b—anb, agshesb=a\ b.

On constate immédiatement que gp=p;" ct co=p3", g ost la duale de
c1, gs cstla duale de ga, g €St ta duale de g, et gq est la duale de g4 Par
conséquent, en prenant en considération aussi le fait que le systéme d'axio-
mes définissant les treillis non-commutatifs de type saperplat cst autodual,
il sera suffisant d'étudier sculement les propriétés des relations gy et pa

(1.1) Si (M, A, V) est le treillis non-commutatif de type superplat,
alors pour tout a, # <M sont vraics les égalités :

() and=a, (P) | anbAa=aAb,
ava=a, | aVvbva=aveé.

Démonstration. En utilisant les axiomes (B) de la définition du treillis
non-commutatif de type superplat, on obtient apa=an(aV (anb))=a et
ava—aV (an(av b)) =a, donc en (M, A, V) les égalités (1), c'est-a-dire les
lois de lidempotence sont vraies. Ensuite, en utilisant les axiomes (S)
et les lois de l'idempotence on obtient aAbAa=aA(bAa)=aA(anb) =
=(apna)\b=anb et a _'bVa—aV(bVa)=av(a\/b)z(a\/a)\/b=a\/b, donc en
(M, A, V) sont \'ra'bes aussi les égalités (P).

(1.2) Si (M, A, V) est un treillis non-commutatif de type superplat
alors pour tout a, b, c=M la relation binairc ¢, posséde les propriétés:

(1} ¢, est une relation de préordre en M,

(2)  anbgia et anbesb,

(3) agaveh,

(4)  cpua et cgib=cpand et cpidAa,
(5)  apc et bpe=anbpic et bAagC,
(6) cga ct cob=cgaVvh et cpbVa,
) agib=aAcgdAc et cAdpicAb.

Démonstration. (1) La propriété de reflexivité de la relation g, est
une conséquence immédiate de la lois d’idempotence démontréc en (£.1).
Alors, si pour «, b, c=M on a ap\b et bgc, alors a=aAb ct b=bAc, donc
a=an(bac)=(aA BJAC=dAC, ¢'est-a-dire ap,c et donc g posséde aussi la
propriété de transitivité.

(2) En utilisant de nouveau la lois d'idempotence on apperyoit que
pour tout a, b=}M on a (u/\b)/\a---u/\(u/\b)—(u/\u)/\b—a/\b et (aAbIAL
—aA(bAb)=anb, donc apbe, a et respectivement aAbg,b.

(3) Cette propriété est une conséquence évidente de la premiére axiome

de (B}.
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(4) Si pour 4, B, ceM on a cad et cg,b, alors c=cAd et c'=r/\‘b,

donc c=cAb={(cAa)Nb=CNA (anb) et c= r/\a---(c/\b)/\a--c/\(b/\a), c'est-a-

ite ¢ o anb ot res ectivement cgbAd.

dire ¢ g)l /‘;1 pour ap, beeM onrfa agic et bgae, alors aT—-a/\‘c et b=>bAc,

donc anb=an(bAc) ={anbnc ot bAa—bA(aAC) = (BABIAC, C est-a-dire andpic

.4 respectivement bAd g

e Fﬁ) Si pour 4, b,lrE.‘!I on a cga et ce.b, alors c=cAa et ¢=cAb,

donc c=cAa=cAl@A{d " b)) = {cAa)A(a by=cAfa  b) et r-—:_f/\b:c/\(b/\(b\/

va)=AARY a)=cA(b a), ¢’est-a-dire ceaVvh et respectivement cpbVa.
(7) Si pour a,belM ona ap,b, alors a —anb, donc apc=(anb)Ne=

=aA(bAe) = aA{cAb) =al (cAbAC)= (aACIA(bAC) etena= eAlanb)=(cAaAb=

= (c/\a/\c)/\b=(ti/\u)/\(f‘/\b), cest-a-dire  ancpbAc et respectivement

5 eAb. .
r/\arqz/]\j) Si (M, A, V) est te treillis non-commutatif de type supe_rplat,
alors pour tout 4, b, c=M, la relation binaire p, posséde les propriétés :

(1) ¢a ost relation d’ordre en M,

(2) apnbpaa,

(3) cpaa et cpsb=cpaanb et cpabAa.

(4) apec et bpc= afbpsc et DAapsC,

{3) apab:»a/\rp,,b/\c et cAagatAD. o '

Démonstration. (1) La propriété de réflexivité de la relation ps ei;
aussi une conséquence de la lois d’idempotence. Ensuite, st pour a, b, cEg
ona a psbeth sl alors a=-bAa et b=cAb, dgqc a= QA“?(GAb)A‘1b=CQ} I
Ad)=CcAa, cest-a-dire a gac €1 aInst gy est transitif. Enfin, s1 pour 4, E.b—o;l
a apsb et bpad, alori] al—b/\u ct_’Et;,—-g,/\b,t_dor?lc'tai-(—-b/\a:(a/\b)/\a=a/\ =b,
‘pst-a-di ' posséde la propriété d'antisymeiric.
cest rl(z(ilrl%npjug?isant Ia l(}))is pdobl'idergpgtence:; constate que pour tout

=} a an{anb)=(ana)ANb=anb, onc aAbgad.
. (?:; OSI; pmﬁ"( {;\ })7 C(EJI) on acgad et Casd, alors c=aAc et C"=-‘b/\f:,
donc =a/\c=-a/\(b/\r)——(a/\b)/\f et c—-b/\c=b/j\(a/\r)=(b/\a)/\c, c’est-a-
ire g =sbAa.
e .(43)(!/\;1 {gospa/\ h, ceM on a apy et bpye, alors a———C/’\a e} g_:::/\b,
donc aAb:(c/\a)Ab:c/{\(a/\b) et b/\a:—(c/\b)/\a—-r/\(b/\a), c’est-a-dire an
/.\bpac(;)t bb*./\;gacr a, beM on a apgsh, alors a=bAa, donc a A e=(bAR) N E=
=b/\(a/\r)=b/\(c/\a)=b/\(c/\a/\r) -—-(bAc)A(a/\c) ctr/\a=c/\(b/\a’)=(c/\b)/_\a=
=(cf\b/\c)f\a=(cf\b)/\(cf\a), c’est-z‘;—.dl.re apcpabAc et (‘-/\ap-‘;c/\'). ot

(1.4) Si (M. A, V) est un treillis non-commutatif de type superpiat,

. alors pour tout a, b, ceM les relations binaires g1 et fa possédent les pro-

priétés :

(1) apsb=acb et apsb,

(2) cpaa ct Cp,b=>£p3a/_\b.

Démonstration. (1) St pour 4, beM on a apgsh, alors a\=b/'\a, donc
a=a/\a—a/\(b/\a)=a/\b/_\a—a/_\b et b=bv(bAa)=HVa, cest-a-dire  apgib

et a.d.
pzZ) Si pour a, b, ceM on a cpse €t cgb, alors ¢=anc et c=cAb,

donc c=a/\c=a/.\(c/_\b)=a/.\(b/.\6)=(a/.\b)/\cj c’est-a-dire cpsaNb.
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Tes propriétés des relations g et . sont obtenues de celles des rela-
Hons g, vl respectivement gy, on considérant que g est 1a duale de &' ¢t
e, st la Juale de g5
2 Pour les ¢léments d. pe M définissons les notions de infimum ct
supremum par rapport aux relations gz, vt gy ot respectivement go €1 8
14 maniére suivante:

igat ol 1z.b,

I'E(_ln.l} (u, by pau ot z"’p”,:::»}'p:.aj{_;'i—..\]),
EIEn

‘
i'g.a ct ie b=t e,

l'lp_qs iy bf;li-“.

S i ‘ dges’ el bags =spus’(s' =),
dge & vt boes' =5pS

(2.1 Si(MA V) estoun (reillis non-commutatif de type superplat,
alors pour tout a, S A ona inf {a, b)# @ ct sup (u, b)# D-

(5 7= [

Démonstration. £n atilisant les propriétés des relations gy, pa, U @5
démontrées dans les théoremes précédents on constate que aAb e in{ (a, b)
of respectivement aVbheEsup (a, b}. '

(Fsr Fal

KEn retenant les propriétés fondamentales  des relations ¢, fa, Fe
et g« on peut formuler le théoréme conclusif suivant:

(2.2) Si (M, A, ) est un dredllrs poi-comm utatif de {vpe superplat,
alors dans Uensemble M on peut définey quatre relations binaires g1, pa. pe St
co de manmiere que pour fout 4, beM, le systeme (M, g g P s.] posséde
les propriétes:

(i) p1et g sonl des relations de préordre on M,

(i) gs et es sond des relations dordre en M,
apsb=>apgb e apeb,
agab=apb o apab,

(iv}y inf {a, byj# &, sup fu, b1 &,

[EIL] lres Pal
On peut démontrer que Vaffirmation inverse de ce théoréme est
aussi vraie.

(2.3) Soit M ensemble non vide dolé de quatre relations binatres
21, £ pe O Ene St le svsteme (M, g1, Pay Po, zo) posside les propriétés (i) — (iv}
entionnées en (2.2), alors dans [ensemble M on peut définir deux opéra-
fions binaires A et V, de muaniére gue (M, A, V) devienne un treillis non=
commutatif de type superplal.

Démonstration. St 1y, = inf (a, b)), alors de la définition de linfi-

g1 )
mum on regoit Tipate ct rcspectwement 125501, donc étant donné que g3
est la relation d’ordre cn 11, il résulte qued, =1y, Par conséquent inf {a, b)

(111}

: . i ) L 3 Bl
contient un élément et uniquement un. Par dualité on obtient que sup (a, )
Pe P

1
contient aussi justement un seul élément. Cette constatation nous permet

de définir pour 4, be M les opérations binaires A ¢t \ par:

THEORIE DES TREILLIS NON-COMME:TA’I‘!FS 15

5 LA

afbh=inf {a, b), o h— sup {a, b).

2 Pl [Pes ¥

On peut aisément démontrer que les opérations binaires ainsi définies
en M vénfient les axiomes (A), (B} et (%), c'est a-dire (M, A ) devient
un treillis non-commutatif de tvpe superplat.

On constate cnsuite que, si au ireillis non commuiatif de type super-
plat {M, A, V), on associe par le procéde ci-dessus le svstéeme (M, z1. 20
ge, ga) Ct, Al méme systéme on associc, par le procédé indiqué en (2.3}, le:
reillis non-commutatif de 1vpe superplat adéquat, alors les deux treillis
non-commutatifs co ncident.

Remarquons que Si (M, A, V) est un treillis, alors gi=gy==pe=px C1
le théoréme de spécification dans l¢ langage des relations binaires des
treillis non-commutatifs de type superplat, presenté  ci-dessus, S¢ trans-
forme en le théoréme bien connu de spécification des treillis 2 Vaide dhun
ensemble ordoné.

3. Restent cpcore comine problemes ouverts les possibilités de spé-
cification dans le langage des relations binaires d'autres classes de treillis
non-commutatifs connus jusqu'a présent, par exemple les 12 classes défi-
nies en [1]. 11 nous semble qu'il existe une possibilité dc spécification de
cos ¢l oFs aussi @ I'aide d'un ensemble doté de relations binaires. Le pro-
bieme peut étre abordé de la maniére suivante : quon associc aux treillis
Lon-commutatifs que nous nous proposons d’étudier les 8 relations binaires

ui ont été définies au début du paragraphe précédent en étudiant en
Jétail leurs propriétés. Parmi ces propriétés il faut découvrir celles qui sont
capables de caractériser dans le langage des relations binaires la classe res-
pective de treillis non-commutatifs.
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