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UBER DIE EIGENSCHAFTEN DES RAUMES Pu(F, [F)
VON

KERIM KOCA und CLAUDIO WITHALM

. l: Einleitung. Es seien D und D, einfach zusammenhingende Gebiete
in C mlt‘Dcf—an. (d. h. D= D, D ist relativ kompakl in Dg). Man weif}, daB
in der Theoric der pseudoholomorphen Funktionen, der in D,=(C erklarte
Erzeugendenvektor E:=(FF. G) den Voraussetzungen

iy A Im(FEG(E) =0 i)

5 1 s I
A E eH}, = H},

ggni’:gt, wobei H}, den Raum der holderstetig {-mal differenzierbaren Funk-
fionen bezeichnet. Die Mcnge der Erzeugendenvektoren wird allgemein mit
E,, abgekiirzt. Es sei Q) der Raum iiber It der in De <D, reellen Vektor-
funktionen w:=(3)=H} < Hj Wir nennen dann w=E. weFEQyin D eine
E-pseudoholomorphe Funktion 1. Art, wenn fitr s=x4iy, 2=To+ilyo €D
_dgw

4} A W= d_- (zo): =lim| E(z). m(z)_&)(zo)] .

Z,eD

EEE i

I—2Zy

existiert. Wir bezeichnen mit P ,(E) den Raum uber R der in Dec D, erk-
larten E-pseudoholomorphen Funktionen 1. Art. Man sieht leicht ein, dal
fiir den Spezialfall A : =(1, i) €Ep, die Funktion A. o holomorph ist. Wir
werden daher zweckmiBig den Raum Pp(A) als die Menge aller in
D holomorphen Funktionen bezeichnen. () in (1) heifit die komplexe Ab-
leitung modulo E oder diec komplexe E-Ableitung von w an der Stelle z,. Wenn
we Py (A) ist, .so ist

d,glﬂ/dz = =,

Nach L. Bers [2] ncant man die durch E=(F, G) erklirten Funktionen

(2) ag: = —(FG;—F.G)A, bg:=(FG;i—F:G)[A,
Ap:=—(FG,~F,G)|A, Bg:=(FG,—F.G)/A
die charakterischen Koeffizienlen mod. E, wobei A: =FG—FG ist.

"Es seien E,, E,=E,, dann nennt man E, Nachfolger von E, und E,
Vorginger von E,, wenn die Relation az =dag, bg,=— By, gilt. '
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Aufierdem nennen wir die Funklion
G il (r—iF i
(3 s e W e =gy

A A

F-pseudohalomaorphe Funktion 2. Art heziiglich w (k3 +Gy) = PR(E).
1st 1 —F.o& P (E) mil konslaniem =0, 50 heiBL w eine verallgemei-
nerte Konstante modulo I2 Pic Menge der tber dem Gebiet I} erklarten veral-
lgemeinertien Konstanten zum Erzeugendenveklor I sel mit P} (E)bezeichnet.
Wenn we P ,(I12) ist. dann erfitllt die Differentialgleichung

( n 1 ==} I-,‘m -'i— h I;f""

Wenn die Losungen von (1) die Darstellung w=Fp+Gy mit (3 =iy

besitzen, dann is *
(3) For+Gy.=0. @o=dy, 0 dz =0, b gt — Byl =F g, 69,
{i. a.sind @ in (1) soW ic die Potenzen w”" mit n = 7 keine Elemente von P h(Ej_).

2 Der Raum [’ (7. j). satz L. Fs seien we Py, fEP;;(.-.I') st

cine Lasung der Differentina igleichuny
{0} 1, — g,

gentan dani. wenn E==(F. tFy mif-lw [=00 - S e
; Reweis, Wenn we P p(J) ist. dann erfiillll w die Dilferentialgleichung
(4). Wir nehmen nun an. dal3 dic Differentialgleichung (6) gilt, Dann ist b= 0.
tieraus erhill man G =l Es set-nun =/, Puaun ist hp=0lar E=(": [
mil f& P (). Im [ =0, Well wes P(Ey ist, erfilll w (8).
Somif ist der Satz vollstiindig bew iestn. .
satz 2. Dic Gesamtheit der {Lasungent pon (6) sind i der Form

7 _ w(z) =) F), e FLT e |
{

in' 1 darstellbar. wobel Me P ,(A) eine belichige holomorphe Funlkifion ist. Sic

hilden einen a(ldi_fium Velforraum iiher C.
Reweis. Wenn we P (1) ist und dic Dilferentialgleichung (6) crfiiilt.

dann muf b, =0 sein. Also ist aus Satz 1| I —(F. [F) mil j= P (), Im [=0. ‘.
Andererseits erhialt man aus (2) @p o _F1F. Weil man aus (7)
pt =Bl =t g gyt |
. |
sehreiben kann, ist (7} eme Losung von (G 1
Es sei nun w, neben w eine weitere Losung von (6). dh TG dp = e ) \
() =@ ppdlye M =dp gt
so gilt
() 10); =07 @ p ppyt0 0 — W9y, sep] =0
Also ist (wjw) =@ & =P,(4) und @, =0 w=0"F mit ®” =D,
d.h. w, hat dic Form (7). Es ist klar, dafi die Losungen von (6) einen additiven
vektorraum fiber € bilden.
-
|
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Folgerung. Wenn we Pyl [F) isl ist di Sun kit
TNy N [F) ist. dann ist die holomorphe Funkiion
D(z) =5(2) H()p(2).

mit (J)€Qp [l yd) ln {0 i 1 darsiellbar.

Beweis. Ist e Po(F{F). so ki man 0 m der Form

w =Fo+{FY =F(p414).

unl,lt;r Bedingung 1"(9;—%—.“::5;_. = schreiben; i.sl_n:;h.nli(‘h nach der Vorausselzung
f.e (). so ist (?-’rfl.;j);:(]. A (oY) € Pp(A). Nun ist w cine I,iisun?'
von (6). Also ist die holomorphe Funktion ® nach Satz 2 in der Form :
D ontfl, ..
schreibbar.
Das reclle Sy iglic ‘Differenti i i

- ¢ System beziiglich der Differentialgleichung (6) im Berschen
(%) Aty — oy =0 p,uy, =iy =)

\\Oh(l f—!l p l‘-l. \. 15 _I'g:' ([hd“ man dll[(h dl( [SIRY] q 3 q s
| € .\h[ n n ][11 u d {aas
x n 1

(9 PAL F2VVY 0. Ap4udp+2Vu. Vy =0

wobei wie @blich A den Laplace-und V den Nabla Operator
: aplh Nabl: ator hedeutet ;
das innere Produkt im {iblichen Sinne ist. [ e
Es ist klar. daly g —0. Ap =0 Tiir f i i i
) . i boAY it f ~a-+ib. a, b= R.b =0sind. Die crsle
Gleichung in (9) kann man in der Form : ]

(10) A (0t} 0)p, (U0 ) [0)gy =0
schreiben. Wenn wir in {10) u =—=, v=g>0 wihien. dann crhalten wir die

eltiptische Differentialgleichung gemils in [2]. Seite 27. (7 {
Jiff alg ng gemiil 2]. Seite 27. (7. 11). Aus (1
aus der 1. Gleichung von (9) k'n:n man - - } : ( ooy

(11} A 20, 03, (2o, /o)y, =0
oder
A"# (‘-)-”y/“) ".:J.r+(2”:/”) Up'—_ﬂ
schreiben. Wenn & cine Lasung von (10) oder (11) ist, dann kann man die Funk-

tion ¢ durch das Kurvenintegral

i) = '|- (”'—:’y —uwydr —(t!'.:l,,—i-L',!J:)d_l]

berechnen
Es sei w eif Losung von (6) und wir betrachten nun die Form

(12) () =a(2) () + (L)
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wobei . Be=11), und x#0. B340 in D sind. Wir untersuchen jetzt. welche Be
dingungen die Funktion & zu cinet Lasung von (11) machen.
" Getzt man die Relation (12} in 6y cin. so folg!

R B pdead R — i, pde e T ) Y J)
oder

A28 (% 3: s P R S R e TN B)dy

() A/ (gt ) =D

Wenn & eine Losung von (11} ist. dann ergeben sich dic Bedingungen

(13) o == Ay, )%

(16) p By e =A0g ), x—Bi T pd =B (08 D)y
Hieraus ergibt sich = P p(F. {Fy und

an 2z} = 3(2) [log v(3)]

Weil z& Py(F. [F) isl. erhall man aus (16}

(18) (logd): —(log F): +(log 1): log (0F)]:

wobei (log 1),#0 und R F.[F sind. Y N
Also ist 3 ol mit P e P,y(4). Dann ist 2(2) .y, und w = Pey)F.

Damit haben wir folgenden Salz erhalten : )

Satz, 3. Die Funlkiion w- &)(JJ-;J),I-' ist eine Losung von (6) gerau dani.
wenn Y eine Losunyg von {11}y mif dep, () und v=Imf=0 ist.

a sl . . P i . : pa e e t‘ daB FEPD

3. Xhnlichkeitsprinzip fiir we Py (FF. [F). Es ist bekannt. . ‘
(F, {F). wenn F/: --I(‘F. [FyeE poist. Also ist I nach dem Ahulichkeitsprin-
7ip (Siehe (2] Seite 21-22) in der Form

(19 F(2) = ®,()e®
darstellbar. wobei @, =1 ,(.1) und
1 Fe(D/FQ) .
)y em— - RS__——-—~‘(;)' _( )d: N,

mit % =E-tiv sind. Wenn wir (19} in (7) einselzen. s0 erhalten wir

(200 w(z) --:(D(:)(D,(:)c:':" o= Dy(2)et

mit ®.(z) : =0) P (s Pp(d). ) -
Es(sc):icn g. he }’,,(A) mit Im(Fh) =0, (g. h)y € H},» HY,. Es gilt (g’ he') =

eEp, weil Im(ge*.he’) >0 und (ge". he?)el*l},, + HY,. sind‘.‘Dann ist (ge*, he?
als Element von E, eine Verallgemeinerung von (F. JF i ) .
Folgerung. Die Funktion s in dem Ahnlichkeilsprinzip (Siehe [2] Seile

21) ist unabhangig von w genai dann. wenn E: = (ge’. he®) isl.

L
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Beweis. BEs sei die Funcktion s unabhingig von w. Betrachten wir die
Definition von s in {2], dann ergibl sich by =0. Also besitzl E aus dem Satz 1

die Form (ge’. he™). Wenn I : (yr;. he®y st so ist s unabhingig voo . weil
by =0 ist. Vierbei isl w0 in D,

% 12 Abeitung von we P00 fF). Fs st bekannt, dali im aligemei
nen w& P K, [F)Y ist. wenn we Py, [y ist. 1. Bers hat lir we P (E)
gezeigt, dalb ww =(d w/dzjpe P ,12) gilt, wenn der Frzeugendenvektor E; Nach-

folger voun E, ist. Andererseits kann man nach (5) Iir w=Fo4-fFy= I’ (F. [F)
in D.

w=d; pwfdz=Fo,HFh, =w,— A pw— B py0=
=, — (= =[pyw - FLJEF— D,
erhalten. Wenn wir die Ableitung von @ nach = berechnen, dann ergibt sich

(22) (), —(log F); io— [ JUS—[ .

(21

satz 4. Es set die Funklion hel), eine reellwerliye, beschrankte lo-
sung der Differentialgleichuny

(23) he = (fJUf —Nh
mit inf h(z} © =k, # 0. Ausserdem nehmen wir fir beschrankte Funkiion
e,

Fel}, an. dass die Funktionen I°. h hilderstelig beziiglich gleicher. Holderis-
cher Exponent sind. Dann ist v —=d y jpofdz € P (hF, ich™F), wobei c& R7
isf,

Beweis. Es sei I3, : =(hF. ich 'F). Dann ist E,sH}, < H} nach den
Voraussetzungen. Andererseits ist Im (#,6G,) >0 lir alle zD, mil (F,, G,) =
~(hF, ich'F}. Also ist E;eE, . Wenn wir die charakterischen Koeffizienten
ag, und by berechnen. dann erhalten wir

FAGy): ()6,  F:

ip o — == — == ¢l .
" FG, FG6,or T
_ FyGy).—(F):G,  I'h; Ff,
b Fy. &} ™ '__'?-_’—‘_—- e — . =I;<j FF)
F.G,-F.G,  Fh Ff—) '

Also ist w eine Lisung der Dilferentialgleichung
(), =it o +by w.
Uberdies ist e P 4(E,), siche etwa [2] Seite 44. woraus die Behauptung folgt.
Satz 5. Es sei we P (F. [F). Wenn qvee D (A) ist. dann ist entweder

we PYF. [F) oder (F. [F) reduziert sich :um dquipotenten Erzeugendenvekior
r, ir.

Beweis. Wenn we P,(F. [IF} ist, dann ist die Funktion

(24) w0 ([ D= —([—DIEF =)
die (#. fF)-pseudoholomorphe Funktion 2. Arl beziglich . Aus (24) erhilt
man durch die Ableitung nach 7

-
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i e (1) fe ]
) (2 f_-_f'[i-‘(r N \RL T FG=D

Wenn o€ Pty st dann isl entweder [=i oder
(20) o/ ). (f w1 —wf 1)

. Cry (el 19
Aus (20) erhill man et 0 d O fIVdz, dh we PY(F. [F) (Siche 12}
Seite 41, Th. 11.2). o e e
o 5. Die Potenzen der Elemente von l",,(I-. ";,) upd P,}(’!. 1{\')., Iis “s:rl
1 = [ ER,, Dann isl FLoo=(F" fryeli, mit J'TEI,. Ln?ﬂ_
[—;' \\':illicll S0 is'l;' FOMRE1 il'mye f,,. Berechnen wir die charakterischen
- ¢ : ! ’ * ! LH ° e O 4
Koelfizienten beziiglich I/ und Fi. dann erhalen wir nach (2)

nk. I

Appn_ gy =Ny, g4 h”.-u f}.'ll)E(], .l“.-u. rEn = e

I.\ r_jl‘

i,
.”, n Py = E—
TR D
und :
(28) (I‘ P -:n(r”;' ol blpn‘ ”.-H)E“. .‘\(Jr.-n_ PPy =] .‘\”.- 3N ii“.-n. Py = 0.

: ie Erz nvekioren I und I sind dgquipotent. .
Folgeruny. Die Erzeugendenvekioren FLound Iy st : fupll

S:ll'}l. 6. \gVenn we P (F. [F)ist. soistw"e P, (7, [FY)ymitne 7 und
o rgcti?z-is Es sei we P, (F. [F). Wil die Ableitungen w, und w; in D

isti i i g ' nach o 5 e HY Andererseils.
exislieren, besitzt w” die Ableltungen nach = und 2 und w b

kann man w; vermige

(29 Wi =ty g, b, 0 =4, )
darstellen. Multiplizierl man beide Seiten von (29) mit nw*"1, so ergibt sich
(30) (W"); = agpa, ppn, 10"

Also ist w"e Py [FY). Der Satz 6 ist damil vollstiindig bewiesen.
] Wenn wir die (. [F™)-Ableitung von w" berechnen. so erhalten wil

(E;";) = M nw"t [ﬂ:-lr }jz—fw-{— Br, ”-)ITJ] =
dz —

(31) f -

— " — 13”.'1;_ an)w :

Folgerung. ‘enn we P (F. [F)ist, dann istw* € P ,(F", iF") mitne 4
und es gilt

)
i (") =a pne pmV

d“.-n‘ ”.‘u]w_" " E{‘_}". 1 )

=t ' () - ds d:
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