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SUBMERSIONS METRIQUES PRESQUE DE CONTACT DONT
L'ESPACE TOTAL EST UNE VARIETE DE KENMOTSU
PAR

T, TSTTHNUNA-MATAMBA

Tatroduction. S’inspirant des lravaux de Walson [I5] el de
Watson et Vanhecke [19].D. Chinea |2, 3. 4]sest in{éressé 2
I'stude des sybmersions riemanniennes sur les variélés mcélriques presque
de contacl; il les appelle submersions mélriques presque de conlact el y
oblient plusicurs résuliats analgues a ceux des submersions presque hermi-
liennes. ,

Poursuivant 1'étude des submersions riemanniennes qui commutent avee
les tenseurs de struciure, B. Watson [16] a défini el ¢tudié deux types
des submersions métriques presque de conlact ; submersions donl I'espace
total esl une variété métrique presque de conlacl. Selon que T'espace de base
est une variété métrique presque de contacl ou une vari¢lé presgue hermi-
tienne, il deéfinit les submersions de type 1 ou de type IL respectivement.
Précisons que par tenseur de struclure nous enlendons un champ de tenseurs
qui définit une certaine classe des varieles riemanniennes ; l'exemple le
plus familier étant celui du champ de tenseurs J qui définit la classe des
variélés presque hermitiennes, Parni les problémes auxquels Walson s'est
intéressé, il y a celui du transfert. de la structure de Pespace tolal & I'espace
de base on sur les Tibres ainsi que celui de la minimalité des fibres, problémes
déja abordés dans [13]. [17] ct [18]

Ce papier est une pelite contribution aux é¢tludes déja amorcées par
Chinea el Watson. Nous avons choeisi d’étudier, de maniére descriptive, les
submersions donl I'espace total est une variélé étudice par K. Kenmotsu [8]
et ¢lucidée par D. Janssens et L. Vanhecke [7]. Lintérét quiil
v aurail & examiner une lelle situation réside en ceci

1°. Dans I'élude des submersions mélriques presque de contact, il ne
semble pas que l'on soil toujours cerlain quune variété donncée puisse se
préter comme espace total de libration. Par exemple, Chinea [3] a pu montrer
que Uespace lotal ne peut pas ¢tre une variété sasakienne, contact, K-contact,
nearly-sasakienne ou quasi K — sasakienne; une remarque que I'on relrouve
¢galemenl dans [IG]. .

2° Avee Chinea [4], on sail que si l'espace total est une variété semi-
sasakienne ou semi-cosympleclique, alors I'espace de hase hérite la structure
de Pespace total & condition que les fibres soient minimales. Ceci montre
que dans ce genre de fibrations, le transfert de la stiucture de I'espace total
a Pespace de base n'est pas aulomatlique.
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Les deux considérations que nous venons d’évoquer exigent que chaque
classe des variétés mélriques presque de conlact soit examinée de manitre
particuliere dans 'élude des submersions métriques presque de contact. Clest
pour cela que nous traitons le cas olt Vespace total esl une variété qui n'a
6té examinée ni par Chinea ni par Walson. Nous avons remarqué que les
variétés de Kenmotsu correspondent aux variétés kihlériennes tandis que
les variétés presque de Kenmotsu correspondent aux variétés presque kihlé-
riennes. Le transfert dela structure de I'espace total 4 'espace de base n’exige
aucune condition. Lorsque 'espace total est une variélé de Kenmotsu, les
fibres sont minimales.

Au premier paragraphe nous rappelons quelques nolions préliminaires
sur les variélés presque hermitiennes et les variétés métriques presque de
conlact, la terminologie des submersions riemanniennes selon O'Neill [9].

Le deuxieme paragraphe est consacré 4 I'¢tude des submersions de type
1, tandis que le troisitme ¢tudie les submersions de type I,

Au dernier paragraphe nous donnons quelques exemples assez simples
de ces deux types de submersions,

A travers toul ce texte, nous convenons de noter par D, I, et G les
champs de vecteurs quelconques, par X, Y et Z les champs de vecteurs hori-
zontaux tandis que U, V et 1V désigneront les champs de vecteurs verticaux.

Au cours de la préparation de ce lexte, nous avons bénéficié des conseils
des Professeurs I.. Vanhecke et Nzitakera Sebugeni. Nous leur en exprimons
notre profonde gratitude.

1. Preliminnires 1.1. Variélés presque hermitiennes e variétés mélriques
presque de contact

On appelle variélé presque hermifienne la donnée d’un triplel (M, g. J)
qui vérifie les conditions suivantes :

(i) (M, g) est une variété riemannienne,

(ii) J est un champ de tenseurs de type (1, 1) sur M tel qne J2D=—D,

(iti) ¢(D, E)=¢(JD, JE), YD, E€ &(M) ol (M) est I'algébre de Lie
des champs de vecteurs sur M.

Sur une variété presque hermitienne on définit une 2-forme différen-
tielle Q, appelée forme de Kéihler, par (D, E) =g(D, JE). De maniére com plete,
les différentes classes des variétés presque hermitiennes ont été caractérisces
par A. Gray et L. M. Hervella [6]. Dans la présenle étude, deux seulement
de ces classes nous iniéresseront; nous rappelons leurs définitions, On dit
qu’ une variété presque hermitienne (M, g, J) est:

(i) kihlérienne si VQ=0; ce qui revient & prendre VJ=0;

(i) presque kiihlérienne si dQ=0, ot V est la connexion riemannienne
et dQ est la différentielle de Q.

Une variélé mélrique presque de conltacl, au sens de Sasaki el Hatakeyama
[13] et [14]), est la donnée d’un quintuplet (M, g, o, E, ) qui vérifie les con-
ditions suivantes :

(i) (M, g) est une variété riemannienne,

(i} £ est un champ de vecteurs unitaires sur M,

o = . e
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{iii) r est une I-forme différenticlle sur M lelle que (5 =1,
(iv) = est un chamyp de lenseurs de type (1. 1) sur M tel que

otD e — D Lq(D)E. VYD, E< (M),

(V) gloD, oE)=g(D, Ey—7{D)n(F).

Comme dans le cas des variélés presque hermitiennes, on définit égale-
ment une. 2-forme différentielle ® par ®O(D, )=g(D}, oK), appelée forme de
Susaki ou forme fondamentale sur une variél¢ métrique presque de contact,
Utilisant la dérivée covariante de cetle forine fondamentale, D. Chinea et
C. Gonzalez [53] ont pu élablir une classification compléte des variétés mé-
triques presque de conlacl. D’autres classes ayant déja ¢té caractérisées par
J. A, Oubiiia [10, 11, 12]; elles ne vont pas nous intéresser.

On dil qu'une variél¢ métrique presque de contact M est:

(i) normale [11] st (Vo) E—(Vop0)pE L 4(E)V, ., L =0

(i} presque de Kenmotsu [7)si dqg0 et dO(D, E, @) % a{n(MMD(E, G)}

oit o désigne la somme cyclique sur D, E el G;

{iii) de Kenmotsu [7] si elle esl presque de Kenmotsu et normale ; mais
Kenmotsu lui-méme [8] a relenu comme relation de définition de cetle va-
ridte

(Vi) gD, IDNE-— (i) D.

Tout comme Walson [16], nous rassemblons dans la proposition suiv-
ante quelques unes d’importantes propri¢tés élablies par Blair el qui nous
aideront par la suile.

1.1.1. Proposition. Seif (M, g. . 5 ) une variélé méirique presque de
contact. On « loifours

(2) nop—=0;
(by E=0;
(¢) 20((V,0)E, G) =3dd(D, oE. G)~3dO(D, I, G) + g(N'(E, G), D) +
+NEE, Gyr(D) 4 2dr(oE, Dyg(G)—2da(#G. Dyr(E);
(d) NE(D, Ey=dx(:D, E) +dq(D, oE);
(e} 5(Dy=g(D. Z).
Démonsiration. On peul consulter Blair [1]. Rappelons gque NV et
Nt gont deux champs de tenseurs définis de la maniére suivante :
NU(D, Ey=[g. 9)(D, E) +2dq(D. E)%;
NeUD, Ey=(L_ynE —(L,m)D ot £ esl la dérivie de Lie.
1.1.2. Gorollaire. Si M est une pariélé presque de Kenmolsu alors
2V, 2)E, G) =3dO(D, oE. 2G)—3d®(D, E. G) +9(19. 2 (E, G), »D).
Démenstration. le fail que dq=0 entraine que N™®=0. Ce qui fait
que dans I'énoncé (¢) de la proposition il ne restera que les termes indiqués.

On sail que si N =0 alors la variété est normate; dans ce cas si on
suppose gue M esl une variété de Kenmolsu, on peutl énoncer le corollaire.
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1.1.3. Corollaire. Si M esl une variété de Kenmolsu alors on qurd

29((7 2)E. 6) =BAD(D. 9E. 966) — 3D, E. )

1.9, Submersions riemanniennes. Soienl M el B deux varictés rie-
manniennes, on appelle submersion riemuannienne [9]une application surjective
f: M—B de classe infinie vérifiant les conditions suivantes:

(iy [ est de rang maximal (i. e. rg(f)=dim(B);

(i) fo(Ker fu)l est une isomdétrie lincaire.

Lorsque [: M—B est une submersion riemannienne, on dil que M est
I'espace total tandis que B est Vespace de base. Pour chaque point b& B, les
variétés f1(b) =F, sonl appelées des fibres de ja submersion et on a dim F,=
_dim M—dim B. Les vecleurs qui sonl dans le noyau de fy sont appelés
vecleurs perlicaux et sont tangenis aux fibres ; les vecieurs orthogonaux ala
distribution verticale V(3I) sont appelés neeleurs horizontauzx. On notera par
H(M) la distribution horizontale. Le fibré tlangent (M) de I’espace lotal
admet une décomposilion orthogonale du lype T(M) -V(M)@H(M). Nous
noterons par @ el & les projections orthogonales de T(M) sur V(M) et
H(M) respectivement.

Pour une submersion riemannicnne, O'Neill [9] a defini deux tenseurs

T et A de lype (1, 2) sur Vespace {otal de la maniére suivante:

T,E=&Vo, UE A+ OV pWE el ALE (DIV o , KB LAV, VE.
aide & étudier la géomeltrie des fibres tandis que le second
de la distribulion horizoniale. O’'Neill a également
¢’est un champ de vecteurs
de B que on

I.e premier lenseur
intervient dans I'élude
introduit la notion de champ de vecleurs busique ;
horizontal X qui correspond par { 4 un champ de vecteurs

nole X,.

9. Submersion metrigues presque de contact de type I. Soient (M, g, o,
£, 1) et (B, g ¢ &%) deux variétés métriques presque de contact. On
appelle submersion mélrique presque de conlact de {ype I, au sens de Watson
[16), une submersion riemannienne f: M—B telle que:

(i) fo9E=9'fE, VE€H(M);
(i) fuE=E.

2.1. Proposition (Watson). Si [: M—DB est une submersion métrique
presque de conlact de type I, alors:

(a) o' =mn; (b)
(c) Us ViM)=oUe V(M) o de méme X< H(M)=¢X<H(M);
(d) EeH(M); (e) Ue V(M)y=x(U)=0.

Démonstralion. (a) Considérons X basique et calculons "7’ (Xa). Comme
1(X) =g'(E, Xa) alors [ (Xo) =["g'(&), o) = g (fe &, foX) =9(5 X)=n(X).
(b) De méme nous considérons X et Y hasiques et nous calculons

{10 (X,, Yy). On 2 [0 (Xe, Ya)=['§'(Xs, @'Y5) -g'(fe X, ¢'f1Y)
g ([ X, fopY) =g(X, 9Y) =X, Y).

fa(Dr Y ;

Bne vt Longe s
| € varieté kihlériene.
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(¢) On sait que si V est verti
. (¢ ] ‘ vertical alors il
;9]['..'\ =fe2V el que f, ¥ =0, alors fapV =0 lcecsi :
\:);natu l(le fs et de ce fait est vertical, Pren’ons
de monlrer que oV est vertical, donc 9(X. 9V)=0; mai {
N =U; mais o(X, ¢ V)=

= —g(pX, V) el Dartant L, V)
= d FglpX, V)=0, ceci §
a Vet de ce fait est horizontal, cel montre que X est orthogonal

{d) Pour montrer ¢ & .

, g [ue % est horizontal, W .

niére suivante: il déc p contal, Watson [1 -

tale :i\equ](tzle]‘ellsdttmmlmse 5 enune partie verticale Eleiluﬁzmédf dila -
> S orte que £, LF l partie horizon-

mais w(EY —ag(E. = . =1 iTises LOIMME W(E) 1 alors (¥ 4

que 'r(JS)“)- 'r”:(“' &) =4 (5 [ E) =g'(E", £)=1. Done &) Tal)=1;
.'(3 =7(%.) et prouve que % est horizontal (&) =0 qui montre

e} On sail que oV B o al.
g5 V) =0—n(V). W(Vy=g(& V). Comne E est horizontal, alors on a

(: (l <! [0
omime consy uendce [185 Cnonees (1) CL (b) on a

£ CI(D. I C‘IIOH(‘(' ( € I i [ 5 S S
. . J[ C) Aprune qu y istri i
. ) I I |€'. (h tllbllhl)ll. \EIH(‘

ans le noyau de f,:

_ ; com
qui montre que oV ezt dans";:;
X horizontal et V vetrical. Op

[dy' =dq et f'dd =
ale el horizontale sont

] » ¢, O :.’I B
!u(! d?';"[)! I. -SI J[ f’S! Hne i!(l!'!-(;l'f’-' . =
o = ' ‘! e o f.l g 5
(“) o o & -j (2] et l(’{(’ df' 1\8’1"]0[' 2
Plf&f (= ([f_’ !\f”jnl’,bu (llOl‘.s‘ B (Sl‘ Hne Ul“if"f‘ p.' l;\';“le tiﬂ }(EJ ”lol.ﬁ
N 1 JIN

Demonstration. (i} Considé 4
ot P g o Qnsuzlerons X et Y basiques. O i
il qg(X }';S?(;C(lg{d (}Y)Y;p )Y, de méme 9X 25L basﬁlfli'tasggzi?;(,v.r?;(Y
. A « Yu)of 5 on peut tir , Y ' ¥y
(‘nmln((;rr‘ _G{i et que E'=f.F alm‘f on iilllﬁ; que g(oX, Y)=¢'(9'X,, Y,:P)Off
(V@)Y g (@ Xy Y E g (V)
ce ([l'lplnontre que B esl un:a‘:-ari:égé :l)t;P I}g;rﬁ;gfs{:hmfdnr_ &
our ce qui est de (ii), lor :
on applique le méme préc]gllémsquc diffavomns vari¢
(i)\b,(le_B. On sait déja que d+'
d ‘.(,‘\?“ YZy) =2/30{5'(X,)D
variete presque de Kenmotsu
Par ce théoréme or it
L : 1 voit que )
: lf:;s‘pgce de base. Il existe deslsitu
ﬂelmal}se que si les fibres sont mini
dea (.lelfelmlunation des classes des fi
$ variclés presque hermitiennes
2.3. Théoréme. Soi -
. ne. Soif f: M—B une
tact de type I. Si M est une varié!ey:n {

§
I { l maol {!, all”\ [l‘:\ !bILS SU‘" [Iﬂ? IHJHEI(’S Ixaﬂfﬂlﬂh‘les
il

. (ity presque de K 3
o f Kenmolsu,

Démonsiration. (1) Consi

) : . (1) Considéro !
g(g((évt?)_v, W). Parle corollaire 1.1 gs =
;,-:p)\,W)—O; 1.3 et la

erston mélrique presque de con-

=0=>dy' =0,

. es té presque d
sur la différentielle de la forcllne fo‘iuliiler:l]er::lotig

:((}}i c;m{ne f'dd)' =d® alors on aura
=» Z4)} qui montre clairement que B est une

a structure de 1'es
_ Pace tolal se transfer
;'znt;clms pour lesquelles un tel transferstferi;
breses [3, 4]. Nous allons d’abord passer
« {ui, dans ce type de fibration, sont

sitbmersion mélrique presque de con-

alory leg $ 8 i
les fibres sonl des variétés presque kiihleé-

Vet W verticaux .
i X et puis cal X
ce (ui montre que sur g:;t fqll)le dQ =0, alors cl))n r culons
fores on a VJ=0 qui défini

mnit

i — Matematics
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aire 1.1.2 nous donnera 24 (Vi) Vs W)=
que les {ibres sonl des varidtes presque

(i) Comme AQL =0, alors le coroll
—g(lo. al(V, Wy, o) ce qui montre
ki hleriennes el non kiihlériennes.

Le tenseur T de O Neill semble ¢tre le meilteur outil pour ¢ludier les

fibres dune submersion riemanniennc. (e tenseur 2 permis & Watson el
Vanhecke 17} d'obteniv une condition suffisante de la wminimalité des fibres
d’'une submersion presqic hermitiennc. F.Lablissons guelques propriét(‘s de
ce lenseur ainsi que celles du tenseur A. Drautres pmpri{‘h‘s jimportantes

¢iant données dans {91
9.4. Propesition. Seif [ M—1
tact de type 1 dont A esl une pariél
(a) TroXN: pT¢X5 (my TegV =nTeV} (¢)
—AgaUs (8) AE=Y
Démonsiralion. (a) Par le corollaire 1.1.3 on sail que
2g((Vep) X y) =3dp(U, PN, oY) - 3dD(U. N Y)- Mais sur

de Kenmotsu:
Ad(U, o X, aY)

nleY)e(U- 2 X
dd(U, X, 1y =2/3({ U)X

3 une submerstoit melrique presque de con-

& de Kenmolsit, alors on
AgnY '-:p.l_YY; ((l):&;XL' =

une varieteé

o/3iq( U)glo X, 2°Y) (e XY 2 F

oY) i Y, 2 Uy (YU o N}

Comme 'q(U):0='q(?X)——-'q(:pY)=g(Y. QU)———g(U. »X). alors on A
dD{U, 2 X, oY) O =dd(U. X, Y); ce qui donne 2 (V) N Y)y=0 el conduil
& V,_-'"J‘\'-—':;)VUX=-’O' qui n’est rien d aulre que {(a).

me fagon on Lrouve que 20((Ve2d Vs Wy=0 qui donne 12

(b) De 1a me
preuve.

(c) Le meéme pr()védé donne 25;((V‘\,:p)\' [y=>0 qui jmplique  (que
VyoY —?VXY _() et ctablit {c). De fagon analogue on étabhit (d) et (e)-
9.5. Théoréme. Soif f: M— B une cubmersion mélrique pre

de IWenmolsit, alors fes
fibres dune subme

fuel de type 1. Si M est une pariélé
Démaonsiration. Rappelons A abord que les
minimales lorsquc la courbure moyenne est nulle. 1.a courbure moyenn
. m-H r
définie par == {T“U¢+T“,JU;} ou U JUM
£ el
fibres. )
On a vu que si Af est uné variete de Kenmotst. alors TyoVs
ce qui conduit & 'I'U:pUch'I‘L[' et partant T
=TyolU donc T, ool ot T U= T, U, ceci donne Tl
ce fait on voit que 'I'(,Uif}-’l’“-,JU,- ~0 ¢t monlye que i =0,
On observe que ¢ {héoreme est und conséguence
coup plus géncral qui serail : Pour une cubmersion melrigue p
de type I, si on d T ¥ —n TV alors les fibres conl minimales. i
démonstiration de ce théortme aa utilise que la condition indiquee.
9 (5. Proposition. Soit [+ M—Bune crhmersion mée
tuel de type L. §i A est une pariété presyu’ de Kenmolst, alors ot @
(ay TepM —o Ty X5 (b) AgpY =547 5 (c} -\.;xU—---'tx:?l" wAxl;

»

(d) .‘\:_.'., =},

sque de con-
fibres contt minimates.
ysion sont
e st

esl une J-base 1ocale des

o Ty V.

roli= o T, LY oF To U=
LT, ol =0. De

d'un vesultat heat-
resque de confact
cn effet, la

rigue presqie de con-

s
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) ot " - p ([ <! 108 - .
ITéme (l una 1 1 pl 0] t
1 4 isiradion \ rocecde 310N 2 4

3. Submersi
' s rsions st ]
(M4, g, 0, 2, ) une l:-" (riques  presque de contac
une variété presque her[ﬁ;:‘."‘c métrique presque dgucodf M p BRI
ienne. On appelle submersionnfsgitri et (B, ¢', J)
que presque
de

confacl de type I1 [16

J:f E f []b], une submersi .
" oE, VE<@(1l) ersion riemannienne

An. [: M—B telle

que

3.1. Propositio :
: n. (Wat &
bresflu(i)di;o;r'!arl de lyﬁ;e ]Isﬂzl)';)rS.S:mf(:I.’l[—;B P e T ey
Y g ver . . . S m -
X CHOD: (0 XS MO0 @ 0 0. ™ riaue
Démonsiralion M)=4(X)=0; {d) ["Q UL
' . Pour (b), (¢) =0.
: , et (d) on appli
plique le méme
me procédé qu'a

la proposition 2
1. 3
permel d’établir (a)C()mmL 2L =0alors J'LE=0 qui t
1 - montre que f E

.o =0 et

1.’énoncé
) ¢ (d) a po
ur c()nséqu
ence f*d0
=dd,

NeH(M)=

3-2. rl‘héorél 4 -
late me,  Soil f: M
cl de type II. Si M es! fun,. ;;gé;é"e submersion métrique presq

; ’ ue de con-

(i} de Kenr
nolsu
. alors B est une variétée kihlérien:
¢ ;

(ii) presque de K
: venmalsu, dlors
Démenstration. (i QIR S T
une variété de l\lg::m(o[t) Considérons N el Y basi e g
t19n it donnesg‘}(?g a)(vxtp)}r_ f](q)x‘ ;,‘)IEOS S(u\;') M. Puisque M est
né que £ est verli (Vg V)= H(gloX, Y —7(Y)pX dont la ey
Z)(,(V.r%")y) =0 :)l:(‘;ﬁ'l(?tv } h?rizonlal, o(g(z »r)’(;))a)().. Z(.Q(Y)?X)- Etalll):ocilgi-
(V' J)Y,=0 et mont £9) 1), estiassocit g (V‘_J'et?ﬁ(i) o dﬁfmen;
L) Prenons X T, B est une varitlé kihidrenne, " que
uisque n(X) =0 i basiques sur X, p oy
X, Y:,Z)) __()-C;éléil-.-.--q(Z) alors dO(X é%‘;“localhcluler dX,, Y,, Z,)
* ) i montre St b I(I)—t" “donc
S 2 : que B est une variété dO =f"dQ) d
- me St I a w
hévitent. la striictuye l;féo?'ersnl;;n(me presque de contqc: (Jl’;e:q“e T
ce total. Examinon | ype 11, les i .
5 leur minimal"' R
ité.

3.3. Propesition 0
' . 8 Xh
lact de type IT. Si M e-[m! f: M— B une submersion métri
(2) TopX=2T }: l(flf)?)f' ”’I?”e[é de Kenmolsu al;’;eh‘tque presque de con
Démonstralion . ! J‘.CPV=¢PTL_‘,-, (¢ ik S On =
2(Tup) X, V)05 coel montre que Tropesition 2.4, on vt
Pour ce qui e e que (Vo)X - i "oit par cal
st v} N =10 et cul
de (b), on procéde de mf’lne(1;)\r-l:e 2]3((Preuve. que
¢ 20((Vyp) V, X)
» X)y=0

qui donne (Vy9)V
- :?)" =0, ‘@ A
faisant. U=V =% L'¢noncé (c) est une conséquence i
=5 immeédiate de (b)

en

3.4. Théorém i
Liel de ty i fall Sollg M= 51 ‘
ype I1. Si M o e submerston mélri
est une variété de Kenmolsu alar:s-’zd?'%ue Areqae celcony
; s les fibres sonl minii
nales.

Démonsiration. Soi

. Soit 11U

Champs de + { ”?Ub EI une o-

On sait que\;‘c.te:,lrri 51'1';' I.e fibres ; C}Ommee prz;sioloca|e orthonormée des

U.‘ est OI'IhOgOnba’]? d_;?llj U-\ impliqueg quelgt, :-’PEU?_ 2’12‘“01.'8 T8+ Tpept=0

dique que g alors n(U) =0 et de ¢ p1?U =9 TyU. Etant donn .
me H 0. e fait 92Ty U= — Ty, U ¢ que

i=—TLp Uy qui in-
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e au Lhépréme 9.5 on observe que
| TppV=pTcV alors les [ibre

pour une submersion de

Tout comin
s sonl minimales.

type 11, si T:&- He

i Un exemple de ees deux types de submersions, Walson j1e] donne

de ces deux Lypes de cubmersions m ¢lyiques presque
s exemples sont donndées cans 3] povr <@ qui est des sub-
no us servirons de [12] pour cons|ruire un exemple

Nusieurs exemples
de contact. D'autre
mersions de Lype [ Nous
assez simple.

Soient (M, ¢ )V
& metrique presque de contacl.
pres (ue de contacl (9.

\ne varieLé presgue hermitienne et (37, g9 5, )
une variét Sur le produit M A o M on dé-
{injt une structure m étrique i g, gy de la manitre
suivante

oD, DY =(ID, 2 D)5 D, DYy=15(D7s E=(ll, 5
(D, DY), (E, E")) - g(D. E) +g'(D', E7) avee D, E €M) D', E'e F(M’)

tandis que (D D)y H(M = M.
il est tout a fait naturel de s’ a classification de la structure

(. B 7. ¢). Pour cela J. A. Oubina [12] a pu d éfinir des identilés nécessaires
a celte classification ; nous n'y avons relire que celles qui pourraient inter-
s notre ¢lude; comme par exemple

inléresser 1

venir dan

(1.1 (D, DY EN= g(D. JEY +97(D o' EYY;
(4.2) (V@ ED (V  DE (Vo 20D =
(1.3) A, D). (B EN (G ')y =dUD. 17 G) LA (D EL G

dn((D, D). (F, EY dq (D" 5.

(4.4)
M7 oest une pariété métrigue  pr

1.1. Proposition. St M=M= esque de
contact oblenue comme ci-dessis, alors elle est:

(a) de K enmotsw ssi M est Iahlérienne el M de IS entmolsi g

(b) presque de Kenmotsu ssi A est presque Lahlérienne o M7 opresqie

de IKenmulst.
I)émanslmlion. En utilisant les re
de Oubina, on arrive facilement & ¢lablir ces

le cas de (a}.
S M=M= V[ est une varicte de Jwenmolst

gD, D (B ENE—alE 1y, DY)

lations de définition el les formules
cnoncés. Considérons par excmple

alors nous aurons

@3) oo ED
1égaliné (4,5) st ¢quivalente &

(9 SN (T )E) =0y 2 P A EY2 D)

(1.6)
qui wontre  que 3[ est unme variete jihlérienne et M une variét ¢ de
Kenmeotsi.

Pour ce qui est de la reéciproqy

A de Wenmatsu, les relations de définilion NOUs donneront

. 51 NOUS SUPposons Al kiuhiérienne el
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( f) PR ? + 1. = . J ? LR ) - . ?
l (\—f in, )(1‘. J' ) (() ! '( ,!)' ["I) ! r ,III I) II)’)
d it b

Exprimons le deuxig
Qn saitaie (D '( C}L\’lcl!l'c"n'wmhre de (4.7) en termes d'¢l¢
mais(0. (o D5, )29 (0. gD 1N o D) (0 (e DY)
97D IN0, £ )0, gD e o e B i By
T - . . N
-—g‘éq((}%”;" (p' D\ EONO, 2)=g({(JD. 5'D), (E. ENO, &
(1.8) » D)UE, E7)5 ;5 done on obtient % O (BRI ue)s
On peut établi (0, g'(p'D", ENVEY=g(o(D. DY AE', E'NE
i etabhr que (0 __.f'(Er T rh=e )
. — AN Y = ! i 4)91) =(—T7(l, E 'l 5l
Yi(l‘l 18 )(JI), P D ) ql“' donne ) ( r'(E, b 'IJD' _TI(I:: E’)(P’D‘)m

{1.9)
ST (U, —4(E")9' D)= —7(E. EYo(D. D).
s (h.8) el (4.9) montren( que

(_V D i ?)(1,‘ o
A M es B —g(p(D DY, (B, B i—a(E, K _
<M est une variété de I\'enm()(lsu Ne—rn(k, ENp(D. D) quiprouve que

La dé
monslratir Ly o
4.2 'l'héurém‘ “sl‘l de (ii) s’élablit de maniére analogue
PR ) C. lﬂle”t _“ roeg < &
variélé métrique presque d [ une vuriété presque hermitienne el M’
contact produit ‘rI;( i e Icnnlad. Considérons lu variélé métrigue o
= MY, alors ve presque de

(i) la i aali
. profection f: M x A’ .
de contact de type I.f IxXM'—=J3" esle une submersion mélrique presq
! . ' sqie

(ii) la projecti
Jeclion h: M A
contact de type 11 A~ M =M oesf une submersion mc’iriqug presque d
i resquc de

Démonstration. |
. ' . 11 est évident
sions ri . - que les deux : .
;(;;:nf\;;jrl)]clnles. Comme (D, I)’-)__( H‘;H;‘Er‘()uecltmns sont des submer-
S = D) e O alors f,o "N
fol, 2y=E" . M i o f{D.D'); ceci montre que E f oD, D) =
L qui termine la preuve de (i) [ =9, Deméme f,¢
e met coced é - i ;
indique ne .]'HOCt(!( donne oD, DYy=h (JD.2'D'
que hop=Jh, el prouve (ii). . L' DYy=JD=Jh(D. D')qui

La pI'U ot
position 4.1 co .
e : B (x 2 - v
‘:M simple des deux 1\'[)e2ﬂc}l:use 1;l ce thioréme nous donne un ]
ont l'espac - : submersions métri exemple
e g . ctriques resq]’
1l pst Lotal est une variété de Inenmotsu ILgs presdgel Coaeep ey
est établi da : ’
ns |5 e i
15] que sur une variété hyperbolique (H2m+t
, ds?)

telle que rc1>0,ds"’-—(r':v1‘22%“

=

Y S
l(d:a,) pourec#Qet ;> 2, en peut montrer quela

-

En considé .

= nsicd érant o : S =i —

. .oavee sg i :

C" L H*"+1 esl une variét Hdd metrique kihlérienne usuelle, il est ¢l i

a ariét¢ de ke g + clair u

rer A9 N ninots s que
ne .2 comme illustration. u que l'on peut placer dans le théo-

structure ( &
T, T 2 g
7, h, Sods?) esl une structure de K
enmotsu lorsque % 5
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CONNEX e
ONNEXNIONS PRESQUE TANGENTES NATURELLES
PAR ‘

GHEORGIHE ATANASIU et GHEORGIIE MUNTEAND

Introduetio

p n. Les structures pres

dides par R.S. CI structures presque tangentes ont été défini

ar R.5. Clark ¢ eC été d :

[2]. J. Grifone F‘;!]I\]l; \Il R.Bruckheimer {1]. M. A (E(.ﬂ;]j“(l)es) (():t ?lu_

intimemen?! i ¢ u-‘_‘lg:ti'l [( vman — Lejeune [3] e e Ellle i 53

définies par P 1 iher RERRDT PRl e quaiernionnes de deuxic .':‘.5(‘}11[,

[8]. P. M. Ga dea | Im 4 1D TEOTRGEIRCAIITN ) (TR 1 S lfillc“t.‘pocc

H v i cle - - N 3 ano et Moy

les connexion COml”Hb} _ -(’. Daxn.s la Nole ci-présenie om élablit t\k(?

vente et & sa récip ( es en méme lemps & une structure ablitgpice

& S Seiproe . 3e i . - E

langenies n{lll“-(‘lll(!:;q.l\":’ ;;)l_lnmmns qu'dn désignera par le nonll)relsque 20
s. A l'aide de ces connexions on détermine (l('j |)|esqbl;c

ensemble

(I(“’ CORNeX1IONns coinpa 3 (I [ l il ‘I

: B ) [ l]l)l(b 1 ll]l( 1184 l e presque i 1vente 1
: uwne Sllll(‘ 2 G

(1(‘|](!1l(< SCLlltmf.[ll d( (th( Sllll(ll!lt )

1. | = P PR C
ucl l l ldll{ nte ( IH]C l t )
l ne strueiuare presgug (e 510 5. SUT une | Var ltcl

M. paracom
BERENLE mipacte. de <hnmenst ;
{. de rang »(I) gy cipeioy 2 n, est donnée par une 1

dn g Lt nstant n. de manitre que [of 0. [1 ( agilalorme yeclorichiy

note par V=Ier I L \

distribution horizonts f m [ la distribution vertics ;
eurs Sul)[)lt‘me:llf:-mdk (-u;nplumenlaire arbitratre. Sih lctldlt:3 sel' LS(])lt Haune
. aires sur et V.o TR - g ont les projec-
. . S . on sail [81 qu’il exi rgjec
elle f*, qui dépend de M, de manicre que[ } qu’il existe une 1-forme vecto-

1.1 1
(1.1) [Tof=h, vof =0, ffoh=0,

f* determine une s.p.t '
it .p.t. sur J i g bef
L A dle . r M dénommeée la réciproque de f. Evidemment f

Délinition 1.1. On « I
. .l ppelle des vpérateurs
o Q ? T (Ifmnc'e.{; pa:zus Obata du couple (f. %), les appli-

Oty =12 _— X
12) o b= (1 2){10 — won — trow +fowof + owof +-2votwon)

9.-'(w) A(1/2) (1w +1wov 4+-vow — fowof —f* owof " — 2wowor)

l’ l] i ] l LS L .
ro 05[(["][ i (,l ST Ay 0 & suU

Q Q 5 )”t dc ]JJ" j(’(lfll{' ¥ & pplemt’n!ah‘ es sur < ( kl)
Ld dé"lonsl[al]on CSL llllll‘le(llat(‘

gi U ('Sl X1 nealre suy ‘ n neg l B R

. b nne connexion !. tai noLera on

A850C10¢ ; ’ V ) V I EL‘- LV “ r‘ ] \: l" _=.U "

o . ) ’ ( ) \. s €1 I)a] I) ]a connexi
e YU Y':‘“ ito Y u 1\ » 4 .-b“ ‘ ).

Définition L.2. U .

( -2. Une connexion linéair cur M oest dé ;

angenle naturelle (sigle — ¢.p.t.n.) st : Dxfjovgu;* Jé e;t c:e{u;mmee presque
» Dgf"=0, ¢'est-a-dire



