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where Gi(t),1 < i < p, is given by (4. d ] i
i e NE Y Y (4-4) and G(1, 5) is the Green’s matriz function
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NOUVELLES CLASSES DE VARIETES DE KENMOTSU
PAR
T.TSHIKUNA-MATAMBA

0.Introduction. Soit (M’,¢’,J'} une variété presque hermitienne. Utilisant
la classification de G ray - Her vella[6] des variétés presque hermitiennes, J.A.
O ubif a[l0,11] a pu obtenir quelques classes remarquables des structures
métriques presque de contact sur le produit M’ x R ; cest le cas notamment
des structures trans - sasakiennes, unearly - trans - sasakiennes, presque trans -
sasakicnnes , Gy et Gz - sasakiennes , pour ne citer que celies - 1.

1l nous a seinblé intéressant d’étudier, de maniére analogue, le produit
déforiné de la droite réelle par une variété presque hermitienne. En effet lorsque M’
est une variété kiahlerienne, K e n m o t s u [9] a construit une structure meétrigue
presque de contact sur ce produit ; J anssens-Vanhecke[8 commeBlair-
O ubii a2 appellent cette structure: " structure de Kenmeolsuy 7

Dans ce papier hous nous proposons de caractériser quelques classes remar-
quables des structurcs métriques presque de contact sur ce produit déformé. En
faisant parcourir la variété M’ dans la classification de G r ay -
Hervella. nous obtenons huit nouvelles classes apparentées aux variéiés
de Kenmotsu que nous appelons: variétés nearly de Kenmotsu semi-de Henmolsu
normale , quasi de Kenmolsu , G, -de Kenmotsu , G, -semi-de Kenmotsu , G - de
Kenmotsu, G -semi-de Kenmolsu et presque lrans-de Kenmoltsu. Poury parvenir,
il nous a fallu déterminer la 2-forme fondamentale ainsi que sa différentielle , sa co
différentielle et 1a connexion riemannienne de ce produit déformé. Les formules que
nous avons obtenues permettent de retrouver les définitions des variétés de Ken-
motsu et presque de Kenmotsu comme déja formulées par [8]. Aprés avoir rap_pelé
quelque notions fondamentales sur les variétés presque hermitiennes et les variétés
métriques presque de contact, nous avons consacré le Sec.2 i la classification de ces
nouvelles variétés. Au Sec.3 nous produisons quelques exemples afin d’illustrer les
classes obtenues.

Nous terminons par ’étude des relations d’inclusion entre les diverses classes
obtenues.

Les variétés presque hermitiennes gui interviennent dans ce papier sont sup-
posées de dimensions 2m et lisses. Nous noterons par X (M) I’algébre de Lie des
champs de vecteurs sur M.

1.Préliminaires. Une variété presque hermitienne est la donnée d’un triplet
(M, g, J) soumis aux conditions suivantes: ’

(i}  (M,g) est une variété riemannienne;
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(ii)  J est un champ de tenseurs de type (1,1) sur M tel que J2X = —X ;

(i) g(X,Y)=g(JX,JY), VX, Y € ¥ (M) .

Sur une variété presque hermitienne on définit une 2-forme différentielle ¢ ,
appelée forme fondamentale ou encore forme de Kdhler , par Q(X,Y) = g(X,JY).
Nous noterons par V et § respectivement la connexion riemannienne et 'opérateur
codérivé sur M . Daus [6], AGrayet LM. Hervellaontétabli une
classification compléte des variélés presque hermitiennes; nous reprenons ci-aprés
les classes qui interviennent dans la définition de nouvelles classes de variétés de
Kenmotsu.

Soit (M, g, J) une variété presque hermitienne. On dit que M est.:

(a) kahlérienne si VJ =10

(b) presque kdhlérienne si dQ =0 ;

(c) nearly kihlérienne st (VxQ)X,Y)}=0;

(d) quasi kdhlérienne si (VxQNY, 2) + (VaxOJY,2) =0 ;

(e) une W3 -variété si (VxQ)Y,2)~ (VixQHJY,Z)=0et 6Q =0

(f) une W) @ W3 -variété si (VxQ)(X,Y) = (VixQJX,Y)=0=46Q;

(g) une Wo@ Wy —variété si o{(VxQ)Y,2) - (Vux(JY.Z2)} =0 =60
lorsque o désigne la somme cyclique sur X, Yet Z ;

{h) une Gy -variété si (Vx(X,Y)— (VixDJX,Y)=0;

(1) une Gy varété si o{(VxQUY.Z) — (VixQJY,2)} =0 .

(1) une Wa @& Wy -variété si a{{VxQ)Y,2Z) - ;I—E;TQ(X,Y)éﬂ(JZ)} = ()

GrayetHervellaappellent W) -variété ce que W at s on [16] appelle
variété nearly kahlérienne ; ils appelent Wy -variéié une variété preeque kahlérienne
au sens de W a t s o n. Pour d’autres détails , on peut consulter leur article [6].

Par variété métrique presque de contact au sens de [12, 13} , on entend la
donnée d’un quintuplet (M, g,4,&, 1) qui vérifie les conditions suivantes:

(i) (M, g) est une variété riemannienne ;

(ii) £ est un champ de vecteurs tel que g(&,€) = 1;

(1) 7 est un 1-forme différentielle sur M telle que p(€) =1 ;

(iv)  p est un champ de tenseurs de type (1,1) sur M tel que

@' X = =X +1(X)E,

(v} 9(pX,9Y) = g(X,Y) = n(X)m(Y) V X,Y € X(M);
Comme dans le cas des variétés presque hermitiennes , on définit également

une 2-forme différentielle ¢ , par ®(X,Y) = g(X, pY), appellée forme fondamentale
ou forme de Sasaki d’une variété métrique presque de contact.

2.Nouvelles classes de variétés de Kenmotsu. Soient (M', ¢’ J') une
variétés presque hermitienne et M = R x; M’ le produit déformé [1] dans lequel f
est une fonction réelle de variable réelle définie par f(f) = e* avec ¢ € R} . Les
éléments de X(M) sont de la forme (t%,X’) out € Ret X' € X(M’') ; nous les
noterons par X .

Dans [14] on a muni M = R x; M’ de la structure (g, ,£,7n) en posant :

(1-1) f:(i 0);
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(1.2) = di;
(1.3) g(X,Y) =1+ (X", Y");
(1.4) o(X) = (0,J'X").

Nous convenons de noter par V,® et & respectivement la connexion rieman;
nienne. la forme de Sasaki et la codifférenticlle sur M. LEL'H’S l"lOlTl(’J}Ogl.le.S sur M
seront ’notés par V', § et §' respectivement. Il n’est pas difficile d’établir les for-

mules suivantes:

(15)  (Vx®)Y,Z) = MV x @)Y, Z') + W)X, Y) +n(Y)®(Z, X},

(1.6) @ = &X'

(1.7) d® = 2¢® + *dQ;

(1.8) 3dB(X,Y, Z) = U X", Y, Z') + 20{n(X)2(Y, 2},
(1.s.;) 80 = 5

(1.10) dn = 0.

Définition 2.1. Soit M = R x; M’ le produit déformé dfz la droite réelle
par une variété presque hermitienne tel que défini‘ ci-dessus:‘ Of’l.dlt que M est une
variété nearly de Kenmotsu st M' est une variété ne?,’rly' ka:hlgrlenne. ;

Proposition 2.2. Sotl (M,g,¢,6,1) une variété ‘métrique presque de con-
tact. Alors M est nearly de Kenmotsu si et seulement si dnp = 0 et que

= ®(Y, X). .
(vxcbl):)féi(r;(::l)str:l(zii()zl. (Si 1"/} est nearly de Kenmotsu, alors I'VI est un produit
déformé de la droite réelle par une variété ne-arly kahlérienne M’ . Dan; c;z{ c? on
a (Vx Q)X Y') = 0; de ce fait, (1.5) devient (VX(I))(X,Y} =dn(Y) t(]e,q))e:;
+5(X)®(Y, X) qui donne la preuve par le fait que la forme fondamenta

i étrique. )
aJmsygéc::ip?oquement, si on a (Vx@)(X,Y)‘z n(X)‘h(Y,;X) et q‘l‘.ley.l:‘J—SO(;t-lil'el
produit déformé comme déja supposé, il en découle que (V X'Q)(‘X(i’f ) = dé <
qui montre que M’ est nearly kahlérienne . Dans ce cas le produit déformeé
droite réelle par M’ est une variété nearly de Kenmotsu.
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.Déﬁnition 2.3. Soit M = R x; M’ le produit déformé comme déja indiqué
On dit que M est semi-de Kenmotsu normale si M’ est une W5 -variété, '

Proposition 2.4. Soit (M,g,¢,£, 1) une variélé mélrigue presque de con-
tact. Alors M esl une variélé semi-de Kenmolsu normale si et seulement si
(Vx @)Y, Z) - (Vyx @)(pY, 2) = 1(Y)B(Z, X) et 6 = 0 = dy.

Démonstration. Si M est une variéié semi-de Kenmotsu normale, alors M
est un produit déformé de la droite réelle par une Wj - variété. Etant dlonné que
now = 0, alors par (1.5) on aura

(1.11) (Vex®) (Y, Z2) = ¥ (V' px: O(J'Y', Z') + n(Z)8(X,Y).

Mais sur une W3 -variété on sait que (V' x.Q)(Y', 2") — (V';x)(J'Y', Z') = 0
de tellfet’sc?rte qu’en retranchant (1.11) de (1.5) on obtient la formule cher::hée.
éciproquement. , supposons que 'on ait dp = 0 = 6P et que (Vx & -

(V.wx‘lf')(ng, Z) = 9(Y)Y¥(Z, X) ; cette formule nous place da(rlls lf(: caXs 351}1:,1213)1'0—
duit déformé de la droite réelle par une variété presque hermitienne M’. Comme
6® = 82, par (1.9) alors 8'Q = 0 . La fait que (Vx®)(Y, 2} — (V,x®NpY, 2)
= p(Y)Q(Z,,X) montre qu’en remontant & la formule (1.5) on trouvera bien
(V' Q)Y 2) = (V' yex:QNJ'Y", Z') ; ce qui prouve que M’ est une Ws -variété
et par c?nséf]uent M est une variété semi-de Kenmotsu normale.

Définition 2.5. Soit M = R x; M’ le produit déformé comme ci-dessus.
On dit que M_e§t une variété quasi de Kenmotsu si M’ est quasi kihlérienne.

Proposition 2.6. Soil (M,g,¢,£,1) une variélé métrigue presque de con-
tact. Alors M est une variété quasi de Kenmolsu si et seulement si

(Vx®UY, Z) + (Vox ®)(pY, Z) = n(Y)®(Z, X) + 29(Z)®(X,Y) et dn = 0.

.Demonstratlon: On procéde comme 4 la proposition 2.4 en tenant compte
du fait que sur une variété quasi kahlérienne on a

(V'x )Y, 2)V+ (Vypx Q'Y 2)=0

‘Déﬁnition 2.7. Soit., M =R x; M’ le produit déformé comme déja indiqus.
On dit que M est une variété G, - de Kenmolsu si M' est une Gy -variété.

Proposition 2.8. :_S'o:'t (M, g,9,€,n) une variélé mélrique presque de con-
tact. Alors M est une variété Gy - de Kenmolsu si el seulement si

(Vx®}X,Y) = (Vox Y X, Y) = n(X)®(Y, X) et dp = 0.

) p?monstratlon. Elle s’établit comme 4 la proposition 2.4 en recourant a
la dérivée covariante et par le fait que sur une G, -variété on a

(V'xtQ)(X', Y’) = (V’JIXJQ)(J’X', Y').
Définition 2.9. Soit M = R x; M’ le produit déformé comme déja indiqué.

On ﬂit' que M est une variété G, -semi-de Kenmolsu si M’ est une W, @ W,
-variete.
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Proposition 2.10. Seit (M, g,¢,€,n) une variélé mélrique presque de con-
tact. Alors M est une variété G, - semi-de Kenmotsu si et seulement sidn=0=
= 6 el que (Vx®)(X,Y) - (Vox®)pX,Y) = n(X)(Y, X) .

Démonstration. On procéde comme 4 la proposition 2.8.

Définition 2.11. Soit M = R x; M’ le produit déformé comme ci-dessus.
On dit que M est une variété G, - de Kenmolsu si M’ est une Gy -variélé,

Proposition 2.12. Soit (M,g,¢,£,7) une variété métrique presque de con-
tact. Alors M est une variété Gy - semi-de Kenmotsu si et seulement st

(VX )Y, Z) - (Vpx ®)(pY, 2)} = o {n(X)¥(Y, 2)} et dy = 0.

Démonstration. Analogue aux précédentes en nontant que sur une G
—variété on a o{(V' x QYY" Z') — (V' yx 'Y, 2')} = 0.

Définition 2.13. Soit M = R x; M’ le produit déformé comme ci-dessus.
On dit que M est une variété G, - semi-de Kenmolsu si M’ est une Wy @ W3
-vartélé.

Proposition 2.14. Seit (M,g,¢,&,n) une variété métrique presque de con-
tact. Alors M est une variété Gy - semi-de Kenmotsu si et seulement st M est une
variélé Gy -de Kenmotsu et que §& =0 .

Démonstration. Elle s’établit comme & la proposition précédente avec cette
ajoute que §¢ = 0 = §Q.

Définition 2.15. Soit M = Rx; M’ le produit déformé comme déja indigué.
On dit que M est une variété presque {rans-de Kenmotsu si M’ est une Wo & Wy
-variété.

Proposition 2.16. Seit (M,g,¢,£,n) une variété métrique presque de con-
tact. Alors M est presque trans-de Kenmotsu si el seulement si dn =0 el que

(VX ®)(Y, 2) — 28(X,V)i(p2)) = 20{n(X)2(¥, 2)).

Démonstration. Il suffit de combiner la relation de définition d’une Wob Wy
-varété aux formules (1.5} , (1.6) et (1.9).

Remarque 2.17. Moyennant les définitions des variétés kahlériennes et
presque kiahlériennes, les formules (1.5) et (1.8) permettent de retrouver les
définitions des variétés dites de Kenmotsu et presque de Kenmotsu telles que
données par J anssensetVanhecke 8]

3.Quelques exemples. 3.1.  Variétés nearly de Kenmotsu. Si M et
M- sont des variétés closely cosymplectiques, on montre dans [3] que le produit
M; x Ms est une variété nearly kahlérienne ; ce qui fait de M = R x; (M) x M3}
une variété nearly de Kenmotsu.

11 est indiqué dans [6] que la sphére S° est un bel exemple d’une variété nearly
lihlérienne. Dans ce cas M = R x; S® est un autre exemple d’une variété nearly
de Kenmotsu.

3.2. Variétés quasi de Kenmotsu. On sait que 52 x R* est une variété quasi
kihlérienne pour la structure presque complexe définie par les nombres de Cayley.
Ceci fait que M = R x; (5% x RY) est quasi de Kenmotsu.
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3.3. Variétés semi-de Kenmolsu normales. Vaprés [6], toute variété complexe
parallélisable est une W3 -variété. Comme S? est parallélisable alors M = R x; 52
est semi-de Kenmotsu normale.

Soit NV une surface minimale non plane dans R3, on peut montrer que N x R4
est une Wj -variété et par conséquent M = R x; (N x R*) est une variété semi-de
Kenmotsu normale.

3.4.Variétés Gy -de Kenmolsu. It est établi dans {7] que si M’y est une
variété nearly kahlérienne et M’y une variété hermitienne, alors le produit M*, x
M’y est une (Gy -variété. 1l s’ensuit que M = R x; (M'; x M'3) est Gy -de
Kenmotsu.

Dans [3], Capursi amontré que si M; et M; sont des variétés normales
alors M) x M est une variété hermitienne. Comme 5% est nearly kihlérienne, alors
8% x( My x Ma) est une Gy -variété. Dans ces conditions M = Rox (S x (M} x M2))
est une variété G; -de Kenmotsu.

3.5. Variélés G -de Kenmetsu. Comme i exemple 3.4 on montre dans
[15] que st M’; est une variété hermetienne et M’y une variété presque kahlérienne
alors M’y x M’3 est une G -variété. De ce fait M = R x; (M’ x M’;) constitue
un exemple d’une variété G, -de Kenmotsu.

3.6. Variélés de Kenmotsu. Lorsque M) et M, sont des variétés cosymplec-
tiques, Cap ursi[3] a montré que M, x M, est une variété kahlérienne. Pour
cette raison , M = R x; (M) x M3) est une variété de Kenmotsu.

3.7. Variétés presque de Kenmotsu. Si M; et M, sont des variétés presque
cosymplectiques, C a2 p u r s i montre de méme que M, x M, est une variété
presque kahlérienne. Ceci fait que M = R x; (M) x M>) est une variété presque
de Kenmotsu,

On cbserve que pour obtenir des exemples des variétés définies au Sec.2 | il
suffit de prendre, dans le produit déformé, M’ parmi les différents exemples des
variétés presque hermitiennes que donnent (3], [4], [5] , [6] et [15].

4.Relations d’inclusion. Grayand Her vell aont comparé entre
elles, les différentes classes des structures presque hermitiennes qu’ils ont étudiées.
Oubiia[ll]l'aégalement fait pour les nouvelles classes des structures métrigues
presque de contact qu’il a caractérisées,

Les structures que nous avons définies ont en commun le fait que dn = 0.
Dans la comparaison que nous allons établir, nous ne nous préoccuperons que des
auntres relations de définition.

Proposition 4.1. Toule variété semi-de Kenmotsu normale est Gy -semi-de
Kenmolsu.

Démonstration. On sait qu’une variété semi-de Kenmotsu normale est
définie par dn = 6® = 0 et (Vx®)(Y,Z) ~ (Vox )¢V, 2) = n(Y)2(Z,X). La
somme cyclique de deux membres de la derniére relation donne 'une des relations
de définition d’une variété G, -semi-de Kenmotsu.

Proposition 4.2. Toute variéié de Kenmolsu esi nearly de Kenmoisu.

Démonstration. Soit M une variété de Kenmotsu ; par (1.5) on a

(Vx®NY,Z) = n(2)®(X,Y) +n(Y)®(Z, X). Cette formule implique que
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(Vx®)(X,Y) = n(Y)P(X, X)+ n(X)(P‘(Y, X).Comme $(X, X) =0 alors
(Vx®)(X,Y) = n(X)®(Y, X) qui définit une variete nearly de Ket}motsu.
Proposition 4.3. Toule variété nearly de Kenmotsu est G -de I\er%motsu.
Démonstration. Pour une variété nearly de Kenmlot‘su , on sait que
(Vox®) (pX,Y) = 0 car nop = 0 et que ¢ est antisymétrique. Dans ce cas
(Vx®)(X,Y) = (Vox®)(pX,Y) = 7(X)®(Y, X) qui donne Ja preuve. .
Proposition 4.4 Toule variéte semi-de Kenmolsu normale est Gy -semi-de

Kenmolsu. o
Démonstration. Il suffit de prendre X = Y dans la formule qui définit une

variété semi-de Kenmotsu normale pour obtenir celle qui caractérise une variete

G, -semi-de Kemotsu. . ) ]
Proposition 4.5. Toute variélé G -semi-de Kenmolsu est Gy -de Ken-

molsu. . o o
Démonstration. A partir des relations de définition, la preuve est facile a

établir. ' )
Proposition 4.6, Toute variélé Gy -semi-de Kenmotsu est Gy -de Ken-

molsu.
Démonstration. On peut se reporter a la proposition 2.14.
Proposition 4.7. Toute variélé de Kenmotsu es quasi de Kenmolsu.
Démonstration. Elle est analogue a celle de la proposition 4.2.
Proposition 4.8. Une veri€té presque de Kenmotsu est presque trans-de

Kenmolsu st el seulement si 6% = 0. _ ' o
Démonstration. Soit M une variéié presque de Kenmotsu. Par définition

ona 3d®(X,Y, Z) = 20 {n(X)®(Y, Z)} et dp = 0. Comme §& = 0 alors §P({pZ) =0
et partant

3de(X,Y, 2) - -:;CD(X, Y)ed(pZ) = 20{n(X)&(Y, Z}}
Par ailleurs 3d®(Y, Z) = o {(Vx®)(Y, Z)}; donc on peut tirer
{(Tx @)Y, Z) - %@(x,ym(wz)} = 20 {n(X)®(Y, Z)}

qui définit une variété presque trans-de Kenmotsu.
Réciproquement, , si M est une variété presque trans-de Kenmotsu alors

HA(TxB)Y, 2) ~ = 0(X, Y)50(p2)} = 20 ((X)2(Y, 2))

Si de plus 6@ = 0 alors o{(Vx®)(Y,Z)} = 20{n(X)®(Y,Z)} ; comme
c{(Vx®) (Y,2)} = 3d®(X,Y,Z) alorson a la preuve.

E Ces différentes relations d’inclusion sont résumées dans _la figure 1 dans la
quelle nous indiquons les variétés presque hermitiennes sous - jacentes,
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