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SUBMERSIONS METRIQUES PRESQUE DE CONTACT
SUR LES NOUVELLES VARIETES DE KENMOTSU

FAR

T. TSHIKUNA - MATAMBA

0.Introduction. Cet article fait suite & notre précédente étude [10]
dans laquelle nous n’avions considéré que les variétés dites de Kenmotsu
(7] et presque de Kenmotsu [6] que l'on connaissait a I'époque. Avec la
caractérisation de nouvelles classes de variétés de Kenmotsu [11], il y a

| lien de dégager les propriétés qui en résultent eu égard a la théorie des

submiersions riemanniennes.
Un des problémes classiques dans Pétude des submersions métriques

 pres¢pic de contact est d’établir une relation entre les étres mathématiques
| définis sur Pespace total et leurs correspondants sur espace de base ou sur
| . ’

les fibres. Dans ce texte, nous avons examineé le cas du tenseur de courbure

- sectionnelle holomorphe ainsi que celui de la structure de Pespace de

base et des fibres. Comine principal résultat nous montré que

Si DUespace total d’une submersion méirique presque de contact est
nearly de Kenmotsu, alors les fibres sont minimales et le tenseur de cour-
bure  -sectionnellec holomorphe est préservé sur les champs de vecteurs
hoTizontau.

" Ce résultat cst obtenu grace a la o - linéarité des tenseurs de
onfiguration de ()’ Neill.

Dans tout ce texte. nous noterons par X'(M) Palgebre de Lie des
amps de vectenrs sur M. Les champs de vecteurs quelconques seront notés
r D, E et G; ceux de la distribution horizontale seront notés par X, Y et
Ltandis que jes champs de vecteurs verticaux le seront par U,V et W.
1.Preliminaires. Soient (M, g, J) une variété presque hermitienne,
la connexion de Levi - Civita associée & g et {Ey,..., Em,JE1, ..., JE,}
€. J - hase orthonormale locale d'un ouvert quelconque de M. La forme

damentale © de M est définie par (D, E) = ¢(D,JE); D,E € X(M)
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tandis que la codifférentielle 8< est définie par On dit quun variété métrique presque de contact est:
i (il) nearly de Kenmotsu si (Vp®) (D, E) = n(D)®(E, D) et dy = 0;
Gy 6UD) = - SA(TERNED) + (Vs DIE D)) () e et o e
i=1

(V@ E, G) ~ (Vo) E, G) = n(E)B(G, D)et dy = 0 = 6&;
De la classification de Gray - Hervella [5] des variétés presque hermitienes !
nous tirons les définitions des classes qui intervicnuent dans cette étude.
On dit qu'une variété preque hermitienne (M2™,g,J) est:
(a) nearly Lahlérienne si (Vp)(D, Ey=10;
(b} quast kihlérienne s (VpQUE,G)+ (Vip)JE.G)= 0;
(c) une Ws - variété si (VoSN E,G) — (V_”)Q)(JE,G) =0 = &8
(d) une Wy @ W, - variété si (Vo) D, E) - (V QNI D,E)y=0=

(¢) quast de Kenmotsu si

(V@) E,G) +(Vop®)9E,G) = n(E)2(G, D)+ 21(G)2(D, E)et dn = 0;

(d) Gy - de Kenmotsu si

N (V@) D, E) — (Vop®)(¢D, E) = n(D)B(E, D)et dyy = 0;

e} une Wy @& Wi— pariéid 8l )
(e) ’ ’ P g) G, - semi - de Kenmotsu si elle est Gy
$ =0

(f) G2 - de Kenmotsu si

de Kenmotsu et que

a{(VDoNE.G) — (VipQJE,G)} =0 = 6%,

dans laquelle ¢ désigne la some cyclique sur D, E ot G

(f) une Wa & W, - variété si B (Verleb 00 = dut i

o E)}:) G, - semi - de Kenmotsu si elle est Gy

(L) presque trans - de Kenmotsu s

o {((VoONE.G) ~ ——L—Q(D,E)(‘)Q(JG)} =0 - de Kenmotsu et que

-1

(g) une G - variéié si (VoD E) — (V pSINID, E) = 0;

(h) une G2 - variété si a{(VpE,G) - (Vin(JE,G)} =0. .

Considérons une variété métrique presque de contact (M, g,9,&m)-8
On sait que la forme fondamentale @ de M cst définie par ®(D,E} =
¢(D,¢E) tandis que une @ - base orthonormale locale & ouvert. quel?
conque de M est {E\, ...,E,,,,tpEl,...,@E,,,,{}. La codifférentielie §d et la
dérivée extéricure di sout définies respectivement par A

1 .
o {(Vp@)(E, G) = — (D, E)s®(¢G)) 20 {(D)B(E, G)}et dn = 0.

.2.Sub1:ne‘rsions metriques presque de contact.

i IIZ.l.(?-eneralités. Par submersion riemannienne, on entend une sub-
i 1 Bt dev et el e £ (K )
_ e i néaire |8). un élément b de Pespace de base B, la
| sous variété Fy = f 1(b} de espace total M est appelée la fibre de la S:lb-

(1.2) §8(D) = —Z{VE.-‘I')(EizD) + (Vw-:,-(LPEisD)} - (Ve‘l’)(f-p), 1 mersion au - dessus du point b La fibré tangent T(M) de M admet une

' décomposition orthogonal '
> fléc: o orthogonale T(M) = V(M) & H(M) dans laquelle V M
:gcsmne la chstnll)flt:on verticale tandis que H{M) est la districll;uti:n h(ori)-
1 \ht:;it;lo.t 1\1101(113 de.t:lgnemns par V et H la projection verticale et la projection
2ONLale 3 1L ( i
» o) 3{DTJ(E) D) (DD ntale de T(M) sur V(M) et sur H{M) respectivement.

bamét]?leﬂt!ltl_on 2.1.1. Sotent (M,g,0,6,1) et (M’ ¢'.¢",&,n') deus

e -t..s ;nrtnqucs presque de contact. On appelle submersion méirique
P que de contact de type I, au sens de Watson [13], une submersion rie-
annichne fiM — M telle que: ’

(!) fopE = @' foE, pour tout E de z(M);

(i) fu€ =¢'.

Pour une étude détaillée des structures de contact, 1o Jecteur pevs
référer 3 la monographie de D.E. Blair (1] Rappelous les dEAnILE

des classes qui nous intéressent dans ce papier et qui, (du reste, ont deds
: [
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Rappelons qu'indépendamment de Watsou, D. Chinea [3] a également
indroduit étude de ce type de submersions.

Proposition 2.1.2. {Watson]. Si f: M — M est une suhmersion
métrique presque de contact de type 1, alors on a:

(a) f*0' =

(b) fr&' = &;

(¢c) si U € V(M) alors pU e V(M)

(d) 1 X & H(M) alors pX € H{M);

(o) € € H(M);

(f) s U € V(M) alors B(U)=0.

Démonstration. On peut consulter [9,10] ou (13].

DéRnition 2.1.3. Soient (M, g.¢,§,7) wne varicté métrique presque
de contact et (N_h,J) unc weriéld presque hermitienne.  On dit qpu'une
submersion riemannienne f i M — N est une submerston métrigue presque
de contact de type 1L, au sens de Watson [13], si on &

fagE = Jf., E,pour tout E € r(M).

Proposition 2.1.4. (Watson). Se f: M — N est une subuersion
mélrique presquc de contact de type 11, alors on a.

(a) f* = &;

(h) si U € V(M) alors plU € V(M);

(¢) i X € H(M) alors X ¢ H{M)

(d) € € Kerfe

(e) si X € H(M) alors (X} = 0.

Démonstration. On peut également consulier [9,10] ou [13).

Par la suite, nous désignerons Vespace de bise par B quel que soit le
type de la submersion. Rappelons gque pour une cubiersion riematiienne
£ M — B, on dit quun champ de vectors X de M oest besione si X est g8
horizontal et (il correspond par f a un champ de veeteurs de J.

Signalons que le terime hasique n’a ancune wefirence X use quelcongue §
Bbage de Ad ou de I et nots noterons par X, = f.X. [

2.2. Propriétés des tenseurs de O’Neill. Sur Uespace total d’ung
submersion riemennienne, B. O'Neill [8] a défini deux feusenrs de configu-
ration T et A en posant i

TpE = HYvoVE + VVynHE,
ApE = VVupHE + HVY wpVE.
Les propriétés fondamentales de ces tensenrs sont Stabliz daus i’zn‘.i_;i'c'lf
précisé de O'Neill. Rappelons que Pomn a:

(2.1) TvD =0ect AyD = 0:
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TyV =TyU et AvY = —Av X;

(2.3) (TyD,E) = —g(D,TyE) et g(Ax D, E) = —¢(D, Ax E).

Soit § un tensenr de type (1.2) sur une variété métrique presque de
contact. On dit que S est:

(7) v - linéaire cn Ja premiére variable si SopE = ¢SpkE;

(L) i - linéaire en la seconds variable si SpeE =pSpE.

Pour ce qui est des tenseurs T et A, nous avons moniré que sur une
Jistyibution donée, la - linéarité en 'une des variables entraine la ¢
Laéarité en lantre [12].

Lemme 2.2.1. Soit f: M — B une submersion métrique presque de
contaet, i TupX = oTuX (resp. ApxU = pAxU) alors TyeV = wTyV
resp. ApxY = pAxY).

Démonstration. Si TneX = oTyX alos g(TupX,V) =
W Tu X, V) mais ¢(TueX,V) = —glpX,TuV) = ¢(X,eTuV) et
g(eTuX, V) = ¢(X,TypV). On obtient (X, TupV) = g(X,9TuV), ce
qui implique que TypV = oTyV.

De maniére analogue, comme A,xU = ¢ AxU alors (A xU.Y) =
HpAx U, Y). Par aillewrs, g(ApxU,Y) = —g(U, AyxY) et glpAxU,Y) =
(U, AxY); ce qui donne g(U, A,xY) = g(U,pAxY) dont on déduit
AexY = pAxY.

Proposition 2.2.2. Soit f : M — B une submersion métrigue
precque de contact. St M est nearly de Kenmotsu, alors on a:

(o) Tyl = TyU;

(b) Te£ = 0;

(c) AxpX =0;

(4) Al = 0;

Démonstration. (a) Comme M est nearly de Kenmotsu, alorson a
(2.4) (Vup)U = —a(U)pU.

Dans l¢ cas d'une submersion de type I, on sait que p(U) = 0 de

telle sorte que la relation (2.4) devient (VyeU = 0 dont la projection
Lorizontale donne Tyl = ¢TylU.

Lorsque f est une submersion de type II, la projection horizontale de
(2.4) donue également {Vye)ll = 0 car ol est certical. On aboutit & la
wméme conclusion.

Pour ce qui cst de l'assertion (b), si f est une submersion de type I, on
sait que € est horizontal. Dans ce cas Te§ = 0 par application de la relation
(2.1). Au cas out f est une submersion de type II, on a (Vep)é = 0 dont on
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déduit V& =0 car pf = 0. Comme £ est vertieal, la projection horizontaie
de la relation V¢€ = 0 donne Tef = 0.

Exaniinons le cas de Iassertion {). Comine pour la relation (2.4), 1l

est clair que 'on a
(2.5) (Vxe)X = —n{X)pX.
Si f est une submersion de type [, et comme X est horizontal, la projection
verticale de (2.5) donne V(Vxp)X = 0 dont on dédnit AvpX =AY e
par application de (2.2) on aboutit a Ay ©X = 0. BEn cas d'une submetsion
de type II, on a (Vxp)X =0 car 7 X) = 0 et on en déduit AvpeX =0

(d) Dans le cas d'une submersion de type I, on a (Vep)§ = 0 comme
i - dessus et qui donne V& = 0. Etant donné¢ que £ est hortzontal, la
projection verticale de V& = 0 donne Agl = 0. Si f est unc submersion de
type 11, an sait que § est vertical; par application de la relation (2.1) on voit
gque A =0.

Théoreme 2.2.3. Si Uespace total d'unc submersion métrique
presque de contact est nearly de Kenmotsu, alors les fibres sont manimales.

Démonstration. Comme cela avait été annonce par les theéordmes
9.5 et 3.4 dans [10] et établi dans (12], les fibres d'une submersion métrique
presque de contact sont minimales lorsque TuU = @TuU. Cette condition
étant réalisée par la proposition 2.2.2. (a), la preuve en decoule.

2.3. Tenseurs de courbure sectionnelle. Soient (M, g.9¢,& 1)
une variété métrique presque de contact, D est E deux champs de vecteurs
sur M tels que (D) = 0 = 5(E). En notant par R le teusenr de courbure
riemannienne sur M, la courbure ¢ - bisectioncle holomorplie By ost défini
dans {2] et {13} par

B,(D,E) = [|DI*|EIl"*9(R(D; ¢ D) E. ¢ E).

Lorsqu'on fait D = E, alors on obticnt la courbure ¢ - sectionnellc haolo-
morphe Hy, défini par

H,(E) = By(E, E) = |E} "*g(RE,¢E)E, ¢E).

Nous noterons par By et H les restrictions de ces tensenrs sur les fibres |
B @ :
tandis que sur I'espace de base nous les noterons par By, ev H, respective 8

ment.

sion métrique presque de contact sont de la forme:
(e) B,UV) =
g(TuV, ToueV)h

Théoréme 2.3.1.{Watson) Les courbures sectionnelles 4 une submer-]

Bo(UV) + WV~ He(TeeV. Teu V)
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(1) B(X,Y) = Blu(XoY2) — IX[2Y | {s(Ax X, dveY)-
—g(A,x Y, AxeY) + g(AxY, ApxeY )l

") Ho(U) = Bo(U) + U1~ {ITuel 1 ~ (ToU, Tou2U));

(d) Ho(X) = HL(X.) = 31X || 7"l Axe X1

Démonstration. Ou peut se reporter & {13].

Lemme 2.3.2. Soit f: M — B une submersion métrique presque de
contact.. St TyeV =Ty V alors

(a) BAU,V) = Bo(U, V) + 2 U2V 2T VI, et

(b) Ho(U) = Bo(U) + 2| U|| " I Tu U

§i AyvoY = @AxY, alors

(¢c) B(X.Y)= pr,(.\'r_,}’}). el

(1) H(X) = H,{V.)

Démonstration. Si TypV = Tyl alors To.upV = ~TyV; ce qui
Lermet d'établir (a) dont (b) est une conséquence.

De maniére anajogue st Ayl = pAxY alors AoxpY = —Ay X ceci
donne Ayl = A x1 dont on tire AxeX =0 et qui établit {d).

Etant donné que A,y = ¢AxY, alors on a

g(AyxY. AveY = g(pAx Y,0AxY) = -—g(A‘\'Y,L,::("AxY),

ar ot AxY = —AxXY + {4y 1)E; comme Ax€ = 0 alors AxY) =0

Des lors ¢(AuxY,AxpY) = ]]AXY|[2. De méme on a
gAY ApxeY) = —g(lxY, AxY), ce qui permet d’établir (c}).

Théoreme 2.3.3. Soit f : M — B une submersion mélrique presque
de contact. St M est nearly de Kenmotsu, alors on a:

(4) BoU,V) = Bo(U, Y+ 2IUR IV IT VI,

(b) Ho(U) = Bo(U) + 20U ToU %

(¢) HAX) = H,(X,).

Démonstration. Il suffit de combiner la proposition 2.2.2.
| lennne 2.3.2.
2. 4. Structure de Pespace de base et des fibres. Dans ce
| paragraphe, nous examinons le probleme du transfert de ia structure de
Tespace total & Pespace de basc et les différentes classes auxquelles peuvent
lappartenir les fibres d une submersion de type L
: Théoreme 2.4.1. Soit f : M — B une submersion méirique presque
de contact de type I Si M est nearly de Kenmotsu, quasst de Kenmotsu, G
. de Kenmotsu ow Go - de Kenmotsu, alors B est respectivement nearly de
Kenmotsu, quasi de Kenmotsu, Gy - de Kenmotsu ou G, - de Kenmotsu.
_ Dénzonstration. Cousidérens le cas oit M est nearly de Kenmotsu.
Soient X et Y basiques; montrons que l'espace de base posséde la structure

et le
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nearly de Kenmotsu. En effet, on sait que

(T 0K ¥e) = ¢/ (Ve (Vx #)X0) = (Y, S (V) X) =
= f*¢' (1, (Vaw)X);
Comine f est une submersion riemannienne, frg' = g et de ce fait,
F2gY (Vxp)(X) = oY, (Vxe)X) = (Va PHX,Y);

ce qui donne (V’X_Q')(X*,Y}) = (Vy®)X,Y). Par alleurs, fry' =7 et
f*@' = @ permettent de tirer que ' (X ) (¥ X)) = n(X)®(Y,X).

Etant donué que (Vx®)(X.Y} = (X)B(Y, X) alors on a
(V'X_‘i")(x,,Y,) = 7'(X,)®'(¥,,X.). De plus ' = n imphque gue
f*dn' = dn et comme dny = 0 alors d’ = 0. On voit gue Pespace (_'1@ base est
défini par (Vi &)X, Ye) = B (X, )@ (Y, X et dy' = 0; ce qui définit la
structure nearly de Kenmotsu,

Les autres cas sont établis de manigre analogue.

Utilisant le tenseur A de O’Neili, D. Chinea [4] adefini un autre
tenseur A* sur les schamps de vestenrs horizontaux en posant

AT(X,Y) = AxpY — ApxY,

et a ctabli les équations swantes pour une subinersion métrique presque de

contact,

P 1 .
(2.6) 6@(U) = b(b(U) + 5g(tr'A ,U);
(2.7) §3(X) = g(H,¢X) + §2'(X.),

dans laquelle H désigne la courbure moyenne des fibres.

L’importance de ces équations apparait dans Iétude des submersions

dont Pespace total est défini an moyen de la codifférenticlle de la forme
fondamentale. C'est notamment le cas du ?
Théoreme 2.4.2. Soit f: M — B unc submersion métrique presque
de contact de type I Si M est G, semi de Kenmotsu, G, semi - de Ke
motsu, sems - de Kenmotsu normale ou presque trans de Kenmotsu, alors B
est respectivernent G, semi - de Kenmotsu, G, sems - de Kenmotsy, semi,
de Kenmotsu normele ou presque trans de Kenmotsu si ct seulement 88 '
fibres sont minimales. o
Démenstration. Toutes les variétés cousidérées dans ce théoren
sont définies au moyen de la codifférentielle §@. Par I'equation (2.7), on V&

. (0) cuoa de Kenmoten

L (d) Gy -de Kenmotsu
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que 8& = 8@’ si et seulement si H = 0; mais H = 0 si et seulement si les
fibres sont minimales.

Los autres relations de définition de l'espace de base sont établies
comme dans le théoréme précédent.

Théoréme 2.4.3. Soit f: M — B une submersion mélrigue presque
de contact de type I

51 M est alors les fibres sont

(a) nearly de Kenmotsu (o) nearly kdhleriennes;
(b) qrast de Kenmotsu (b) quast kikleriennes;
(c¢) Gy -de Kenmotsu (c) des Gy -variétés;
(1) Gz -de Kenmotsu (d) des G2 ~pariétés;

Démonstration. Soient U, V et W trois champs de vecteurs tangents
anx fibres, SiA est quasi de Kenmotsu, le fait que g s’annule sur les champs
de vecteurs verticanx conduit &

(Tud )V, W) + (Voud V. W) =0,

i est la relation de définition dhme variété gnasi kilhlerienne.

Moyennant les relations de définition, on établit les autres cas par le
e ralsonnentent,

Théoréme 2.4.4. Soit f: M — B unc submersion métrique presquc
1o coniact de fype I §i M cst Gy - semi de Kenmotsu, Gy - semi de Ken-
i don, semi - de Kenmotsu normale ow presque trans de Kenmotsu, alors
los fibres sont respectivement des TV 6 Wa W, & Wy, Wy ou des W, & W,
vericid. si et serlement st tr AT = 0.

Démonstration. Comme dang le cas du théoréme 2.4.2. il est
surtont guestion de montrer que §&(U) = A1) ou 6P = §® = 0. Ce
@it sie pett se réaliser que si trA* =0 au regard de Pequation {2.6).

Théoreme 2.4.5. Sort [ M - B une submersion métrigue presquc
de contact de type JL

51 M est alors B est
(c) « o cly de Kennootsn {a) nearly kiklericnne;
(b) quast kihierienne;
s(c) Gy -de Kenmotsw (¢} une Gy -variété;
(d) une Gy -variété;
T1émenstration. Analogue i celle du théoréme 2.4.3.
: Théoreme 2.4.6. Svil f: M — B une submersion métrique presque
dde contact de type 1L St M est G, - semi de Kenmotsu, Gy - semi de
W cnrnclse, senn - de Kenmotsu normaole o presque trans de Kenmotsu,
@lors 13 col respentivernent une Wy Wa. Wy i Wa, Wy ouw une Wo @ Wy
Wariitd <1 et seulemment si les fibres sont minimaeles.
Démonstration. Analogue a celle du théoréme 2.4.2.
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. .Introduction. In Lie theory , the torsion T' associates with two left
invariant vector fields X and Y their Lie bracket T(X,Y) = —[X,Y] and
the curvature R vanishes identically. These matters are familiar and, emerge
already in a local theory dealing with differential geometric aspect of Lie
theory. The "non - associative” (local) Lie groups are called (local) Lie
loops or ?malytical (local) loops. Lie loops have attracted the attention of
authors like Malecev[9),Sagle([ll],Kuzmin[8, Hofmann

?11;}(]1 Strambach[7,Aktivis[l,Sabinin andMikheev

dont 'espace total est une variété de INemmotsu, An. bt Univ. "AL 1. Cuza”, 37
(1991), 197 - 206.

1. Tshikuna-Matam b a, T.- Nonvelles classos de varictés de Kennotsu, An.
Sti. Univ. "AlL1Cuza”, 48 {1992), & paraitre.

12. Tshikuna-Matam b a, T.- On the { - hnearity of the configuration tensors

‘ Assoc'iated with a (local) Lie loop G is a tengent algebra L{a) = T.(a)
which carries a bilinear anticommutative multiplication (z,y)} — [:z:e |
called the commutator bracket and a trilinear operation, (z,y,2 ,y—;
. —<r,y,z > called associator bracket vanishing identically in the’ cz’ase of a
: (local) Lie group. The two operations are linked by the Aktivis identity

of an almuost contact metric submersion, & l'étude.
13. Watson, B - The differential geometry of two types of almost contact meteic sub- §
mersions, The Math, Heritage of C.F. Gauss, Edl. €i.M. Rassias, World Scientific |

Puly. Co., Singapore 1990 1
(1) Z{sgn{o)eo <z, y,z>:0E€ S} = [[:z:,y],z] + [[y,z],a:] + [[z,a:],y]

i ?Y()a calk&lt{n a,lg;e:Abra with a binary and a ternary multiplication satis-
fyng an Aktivis Algebra. In particular the tangent algeb

Lie loop is an Aktivis Algebra. ¥ G
L bln our stn:ldy of some Bol - Moufang type identities we found that
dgg Tas satisfying some of these identities will satisfy a modification of the
definition of the Aktivis algebra under their natural operations.

if o B%ﬂgitEOEl._l. an algebra E over a field F is called anticommutative
(implying ry = —yz Vz,y € E).

Definition 1.2. A Lie tripl '
] ) 2. ple algebra is a vector space togeth 1
in enticommutative binary operation ’ gether with
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