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Therefore we get
(4.6) S(V, V) = 2R,
where h =< pu, JV > . Sinee S 1s parallel, we have
0=(VxS)HV, V)= VSV VI =285(VxV, V)=
=2h{2X]h - S(JX,V)} =2h{2Xh- < RIIX, X)X,V >} =
= 2h{2Xh- < R(JX, X)JX, TV >} =
- oh{2X et < Vg, JV >} = 6h(Xh).
and
(4.8) R{JX}h)=10.
From (4.4), (4.7) and (4.8}, I is constanut. Thercfore the mean curvature p
is parallel by virtue of (4.3).
The following corollary is proved by the same way as Theorem 5 in
Sec.3.
Corollary 7. Let M be a 8 -diemnsional totally winbilical proper CR -

submanifold in a Kaehlerian manifold M. If the Ricci tensor of M 1s paralicl,
then M is one of the follownng:
(1} M is an estrinsic sphere adniitting homaothetic Sasakion structure.
(2) M is totally geodesic and locally the Ricmannian product of a holo-
morphic surface and a totally real curvature in M.
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ZUR FINITE UND RANDELEMENTE - APPROXIMATION
ZWEIDIMENSIONALER TRANSSONISCHER
TRAGFLUGELUMSTROMUNGEN

VO

CRISTIAN COCLICI und WOLFGANG WENDLAND

1.Problemdarstellung. 1.1.Das Randwertproblem. Sei Q C
R? ein beschranktes Gebiet, das die einfach zusammenhangende Sektion
Qp eines Tragfliigels umfaft. Der Rand von £ Lesteht aus drei Teilen:

oM =T UTpUL,

wobhel:

o die Kurve Do ist cin €% kilustlicher auflerer Rand von 2, welches
cingefithrt wird um ein beschranktes Reclhiengebiet zu erhalten;

o die Kurve I'p ist der gemeinsame Rand zwischen §2 und Qp; er
besitzt ein Eckpunkt (Trailing Edge; Hinterpunkt) und ist eine C°
- I{urve sonst;

o T hezeichnet einen Schlitz in €, der den Hinterpunkt mit Ihes

verbindet.

Mit B¢ bezeichmen wir die Fortsetzung des Schlitzes T in Q¢. Ohne
Beschriinkung  der  Allgemeinheit,  nehmen wir an, daf} die
Fernfeldgeschwindigkeit foo parallel zur x - Achse ist.
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(13

Betrachtet wird eine ebene, stationare, kompressible, reibungsfreie
Stromung cines idealen Gases. Nehmen wir an, da die Stromung wocner-
getisch und homentrop ist. Wegen der Homentropie der ¢heres: StrGmung
und dem Crocco’schen Wirbelsatz folgt, daff die Stronvme yotalions{iei ist.
Das Geschwindigkeitsfeld @ besitzt also ein scalurcs Potenfral v R\ p —
IR, mat

(1) 7= grad v € R*\Q,.
Die Stromung wird dureh die volle Potentialgleichuag:
(2) div (p(|Vul?)Vu) =0

modelliert. Diese Gleichung wird ans den Massen-, Impul:. und Encrgieer-
haltungsgleichungen abgeleitet. Die Dichtefunktion p(s) st dureh

=1

. v —1 .
(3) o(|Vu|*) = pn [1 - ---—-—'(9 . |Vu|z]
2a2
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geeehen, wobel py und af die Dichte, bzw.  die Schallgeschwin
digkeit des Gases im Rulezustand hezeichnen nud v = 1 der Faktor der
Wirmekapazitéten ist. Die Machzahl in einemr Punkt 2 € Q4 ist durch

Vu{r)|

¢

(4) M(x) =

definiert, wobei a die lokale Schallgeschwindighest ist. Diese Funktion ist
durch

a(|Vul?) = \/”3, 1z liouge

2

gegeben, Analog definieren wir die Machzahl i Unendlichen durch:

- -: 2 - — —_— . '
(J(I’bml ) /”S o ')2_l|vm|z

Um ecine Strémung it Zirkulation und Auftrich behadeln zu kimuen, wird
ein Schilitz eingefithrt. Es wird angenommen, dafl titber dem Schlitz das
Geschwindigheitsfeld Ve stetig ist und gleichzeitig das Potential w cinen
koustanten Sprung 4 € I besitzt. Also

“

(6) T —wuw” = f und 8,,;1.+ —hu" =0auf L.

(5) Al 1=

Hier bezeichnen 8,v = Vu -1 die normale Ableitung und u*, u™ die einseit-
ieen Werte des Potentials auf X. Die Konstante 3 ist eine neue Unbekannte
nnd mibt die Zirkulation der Strémung an. Wir haben

=y —ut = ol 2lds, = Zirkulation
b 5 bl
y

wobei Ty oals beliebige abgeschlossene Kurve, die §2p umfafbt, betrachtet
wird. Die Zirknlation (also der Sprung 8) muB so bestimmt werden, daf
div Kutie - Joukowskische Bedingung:

die Geschwindigheit an der Hinierkante soll endlich bleiben

erfullt ist. Diese physikalische Bedingung (dquivalent: der Hinterpunkt
befindet sicl im Unterschallgebiet) impliziert die Bedingung auf 8 :

(T) F(B) = jVutfip ~ |[Vu |5 =0

dic i der A r b eit [2] behandelt ist.
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Auf dem Profil Tp stellen wir die homogene Neumannsche Bedingnng
der Undurchlassigkeit:

(8) dyu=0auf Tp.

Zur Vollstandigkeit brauchen wir noch eine Randbedingung anf Ty Es wind
im allgemeinen angenommen, daff ecine sinnvolle Randbedingung fiir aufere
Stromungen die Voraussetzung ist, daf die Geschwindigkelt @ gegen oo 110
Fernfeld konvergiert. Eine erste Bedingung ist die folgende Massenfinxbe-
dingung:

(9) p(|Vui2}f),, u(x) = p(ib‘miz)ﬁm (), ¢ € le,

welche in [3] benuntzt wurde.
Weiterhin definieren wir das Stérungspotential  : Q° — R durch

(10) ey, xa) = u(ay, r2) — ¥(z, B}
wobei

O o
(11) U(z,f) = voo-.z,+%[21r—mg .

Mit der Annahine daff im Fernfeld die zweite Konponente der Geschwin
digkeit verschwincdet, d.h.

Ou

—— =0in Q°

i in
erhalten wir aus der Gleichwng (2) die Prandtl — Glauert Lincarisierung
fiir das Storungspotential
(12) (1 = M2 )pr 2, + Praz, = 0in 0°

Es wird angenommen, dall die Storgeschwindigkeit entlang ¥¢ stetig ist und
im Unendlichen verschwindet. Aus der Definition von ¢ und der Sprungbe-
dingung des Potentials u auf T folgt die Stetigkeit von ¢ auf £°. Somit muf
¢ die zusitzlichen Bedingungen

Ve — 0 fur |2 — oo,
(13) et —p~ =0 auf L7,
Ot = 8,07 =0 auf €,

erfiillen.
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Als Transmisionshedingungen fitr die Kopplung von w mit ¢ stehen
die Definition von ¢ aus (10) zusammen mit der Stetigkeit von w uber Iy
wned der Massenfluxbedingung:

PV IV - () = pl Voo J){V‘I’ i)+
+ ((1 - ﬂ4§°)QJ.|) _ (n,(.!’))}
oer o)
anf Te.

Daunit ist das gekoppelte Randwertproblens:

Finde dic Funktionen w, in geeigneten Funkttoncenrdumen wnd die
Konstante 3 € R so, dafl:

Inneres volles Potentialsproblem:

i14)

div {(p(|Vu|?)Vi) = 0in ,

o =0 auf T,
115) ut — o~ = fJauf ¥,

O,ut — O,u” =0auf &,

F(f) = |Vt [ = [Vulpp =0
Aufleres Prandtl - Glauert Problem:

(1= M2)Yps o + @rpe, =0m 027,
Ve — 0 fur |¢] — oo.

{16)
pt — ™ = auf B,
OppT — Sy~ =0 auf 9
Kopplungsbedingungen:
(17) w=p+ ¥ auf 'y, und

(18) p(|VuH)wu = pl|[ioa"HVE -1+ ({1 — M2 )Vor,0r,) -1} auf Do,

AMit Hilfe der Greenschen Dartellungsforinel reduziert sich die lineare par-
ticlle Differentialgleichung (12) zu ciner Fredholmscher Randintegralgle-
ichung erster Art auf T, Die Idee besteht darin, die nichtlineare volle
Potentialgleichung, zusammen mit der Randintegralgleichung, als Fernfel-
drandbedingung auf I zu analysieren. Diese Ideen fihren zu einem nu-
merischen Verfahiren das die Finite Element Methode in Q mit der Randele-
mentmethode anf T'oy koppelt.
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2. Schwache Formulierung des Problems.

Seien W und W (To).s € R.p € [1. oo die eewihnlichen Sobolev
Riume anf Q. bzw. Too, mit den Normen §| - |[yer gy, bew. |- sy
Wir definieren {...) als Dualititsprodukt swischonr H¥(Da) == W4 T0)
und dem Dualraum H7%(Ceo)

(19) {p. ) = ]; s b(s)ds.

fiir alle (@,4) € H*(Toe} x H™7(Ioo) wl fiiren die folgenden Ritune e

Vi={ve IV"Q(QHP'} — v~ =Hauf T, 4 € R},
(20) vl .={ve ”"!"Z(Q)iv"’ —um =0auef T}
H={y¢€ H‘%(I"oo)\f[.m Bla)ds, = 0},

Fiir 59 < <=7 se1
(21) Ko, o= {ve V] Vo' €5 L. in @)

die Menge der Zulassigen Funktionen.
Nach der Multiplikation der Gleichung (2) mit ciner beliebhigen Test-
funktion v € ¥® wnd anschlieBenden Integration tiber §2 folgt

0= / div{p(|Vu|*)Vu) - vde =
Q
= f p(|Vul*)Vu - iz )v(z)ds, -/ p(|Vul)Va - Vuda -
an 14
= ] pIVu)duwl xv(w)ds , — alulu,v),
an
wobei die nichtlineare Form a : Ky, x V x V — R durch
(22) a(ufy,w) = [ p(|Vu|H) Vo - Vwde
Q

definiert ist. Wegen der Transmisionsbedingung (9) ergibt sich schwache
Formulierung des tnneren Problems:

Finde v € K,, so, daf

_Ar2
B e A R

(23) .
:zp(|ﬁm|2)/ VE(-, B) - i(a)o(x)ds,, Yve VO
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Fiir eine gentigend glatte Funktion ¢, welche (12} und (13 erfiillt und gle-
ichzeitig logaritlunisehes Verhalten aufweilt:

b
(24)  ple) = 2= log
-‘)Tr

- 1 1
(|/|—M§J)|+ !po.c,—l-()(—)_, |;1:|——>oo

& = |

folgt, mit dem Greenschen Darstellungssatz

l M? )‘
=g sl (V2

((I_M )%l) (”1(‘1))
no(y)

1 (e-y)-iy)
— 2 27 T1—i 2
\/1 Mz, Jr, ( I_Mz)
T — U2

oyddsy + voo, v€Tlw

Wir bezeichuen mit

(26) M) o= p(Fool*)(1 = M3 )pr,21(2) + 02m2(7)), @ € Too

die konormale Ableitung von p auf Ty und definieren die Randintegralop-
eratoren des Einfach- und Doppelschichtpotentials:

TA(x) = — ! .
- 1
/ log ( \/TWZ(‘T' - I“))|z\(y)d'.«s!’,
e Tz — Y2
(28) K x"J)'ﬁ(U)

\/T

€2 — Y2

m/ ( (I_yl))w(y)dsy

Damit 148t sich die Gleichung (14) verkiirzen zu:
(29) wlx) = —TAMa) + Ko(7) + Poc, £ € Do

Hsiao und Wendland [11] haben folgende Eigenschaft der Einfachschichtpo- .
tentials bewiesen:
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Lemma 1.1. Seir € IR wund Too € clr+ 351 wobei [z] die kleimste
ganze Zahl > = 1st. Dann existeirt cine Konstante ¢ >0 (ubhingig von Teo

und ), so dafl:

(‘_.] “]/)“”""&(va) S ”T‘tp””ri-%(lm} S

30 el
. < el oy, ¥ P EH THIS)

Fiir einen C°-Rand T gilt demnach (30) fir aller € R, dh. der Operator
Y. H " HTe) = B HTo0)
ist stetig fur alle r € R Wir fithren jetzt die folgenden Bilincarfornen

(31)  b: Hi(Too) X H'=3(Tw) = R, A = (TAh) und

(32) b H 3 (Do) x H'75(Toy) = B, dluih) = (K. )

ein. 1

Lemma 1.2, @) Seir € I und Too € cllrl+ 55 Dann eastiert cine
Konstante ¢ > 0 so, daff die Bilincarform b dic Stetighoitsbedimgung

(33) BN < el —geay Wy

fiir alle (A, $) € H'™5(Tee) % Hr (Do) erfillt;
b) Die Bilincarform b ist H -koerzitiv (Kocrzitindit an der Enerquen-
orm): €s cristiert eine Konstanie yo 50, daf

}

(34) Wb h) = Bollll _y o ¥ ETD

Beweiss: siche Hsiao und Wencland {111

Durch Multiplizieren der Randintegralgleichung {29) mit ciner beliebi-
gen Testhunktion € H 1w anseblicBenden Tutegration {iher Teo. crhalten
WIr:

(TA ) = —(p. 1) + (Ao Y + ool &) Yiye H.

Wegen (1,3) = 0 und der Definitionen vou bl d. ergibt sich die schwache
Formulierung der Randintegralyleichung:

Finde \ € H so, daft

(35) W) = —{@, ) + (Kp.thy, Wt & H.
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Wir fithren fir alle 4 € IR die Fuuktionalen
Liv, B) = pec{V¥(-, ) i, v) und

L, B) = ((I — K:}‘I’(~,ﬁ),ajJ>

ein (hier bezeichnet peg = p(|To0?)). Damit crgibt sich aus den schwachen
Formulierungen {23) und (35) das
variationelle Problem:

Finde (u, A, 3) € Ry, x H % R so, daf

a{ufu, v} — (v} = L{v,B), YvE Ve,
(36) bOA ) + (1) — dlu, #) = ba(3h, B), ¥ € H,
F(8) = |Vutihg - |Vu={5p =0.

1.3. Die Entropiebedingung

Wenn die Geometrie des problems oder die Randbedingungen zu einer
lokalen Uberschallstromung filwen, wird die gleichung (2) in dieser Re-
gion einen hyperbolishen Charakter haben. Die mathematische Analyse
des Problems und die numerischen Experimente zeigen dafl es Losungen
gibt, die unstetige Ableitungen Vu haben, d.h. Losungen die Stofie enthal-
ten. Die physikalische W irklichikeit beseitigt die Moglichkeit des Auftretens
von Verdichtungstofen. Als Auswahlkriterium, miissen wir der Losung eine
susatzliche Bedingung auferlegen. Die praktischie Entropiebedingung ver-
langt. daf die divergenz des Stromungsfeldes von oben beschrankt sein soll,

d.h.
(37) divVu < B mit einer geeigneten Konstante BelR.

Es ist bewiesen dafl diese Ungleichung dic Losungen mit kompressiblen
Stoflen auswihlt. Eine Losung des Problems die zusatzlich (37) erfillt
wird keine nichpliysikalische Verdichtungsstobe aufweisen. In schwacher
Formulierung lautet somit die Entropiebedingung:

(38) - / Vi Vodr < B [ de, fur alle ¥ € C2(Q) mit ¢ 2 0.
Q 0

2. Numerik

2.1. Die FEM-BEM Kopplungsformulierung des Problems

Zur Diskretisierung des gekoppelten Problems, approximieren wir Q
mit einem polygonalen Gebiet Q,,, wobel h der Parameter der Maschenbreite
bezeichuet., Der Rand [a wird durch einen Polygonzug Tt approximiert,
dessen Knoten Py, () = T.1t) sich auf Teo befinden. Alilicherweise ap-
proximiert. der Polygonzug T das Profil Tp. Der Schlitz £ ist als Teil
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des Randes vou €2 betrachtet. Auf Q) wird cine endliche Triangulicrung
{Th}ns>o eingefithrt, mit

(39) 7= J T

e D

wobei ID eine finite Teilmenge von IN st

-

VN
NENANVAVAY

"~

Seien pi.i = .., N die Kunoten der Triangulierung vnd W die

il ZUR FINITE - UND RANDELEMENTE - APPROXIMATION 179

iblichen stitckweise linearen Hutfunktionen, mit
(40} '”"h,(])j)=5ij: .'.j =1....,f\".

Dicse Funktionen bilden cine Basis des Raumes der stetigen, stiickweise
linearen Funktionen auf Q4. Mit Co(§2,) bezeichnen wir die Menge aller
stetigen Funktionen auf Qy, die einseitige Grenzwerte auf dem Schlitz &
Lesitzen. Wir fithren weiterhin den folgenden endlich dimensionalen Raum

Vy = {oy € C'¢,(S-?;,}|n,u,|,,‘ st linear auf alte T, € Tyund

(41)
v —wu, =Fanf & mit € R}

cin. Als Testrawun betrachten wir

(42) ¥y o= {w € Vilef —vy =0 auf I}
und fr =g < ;‘)(—}’I— 501
(43) Koy == {on € ¥a] |9 <

dic Menge dor zuliissigen Finiten. Elemende. Der nichlinearen Form «
(definiert in (22} entspricht jetzt die diskrete vichlineare Form ey, 1 Kgyp ¥
Vi, = Vj, — IR, definiert durely

4 vyl wen) = nNamk vy, - Vg da.
(44) (o) /mwvw Vuwnd
H.’a

Tl ey ERT0 R LT . oIt vl sretelle i
Der Polygomzug 4 Libt sich dureh TS, = U2y T darstellen, wobei

Iy :Z{Pjrpj+l]= jzm(f’u-i-l = ).

e}

Als Ansatzramn zur Losung der diskeeten Gleiclmng betrachten wir

(45) Hi oo 1= {thy € LA Yhnipn = konst., / u(x)ds, =0}
o2, l

“h
oo

Wir benutzen dic Bezcichnung

(46) (o= [ Fdta)is.
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e ———— i —

fiir den L?-Skalarprodukt auf T und definieren den approximativen Iern
fur das D01)1)elschirht1mtc:Ltia.l durch

(r —y) ixly)

1 4 2
(\/—l——'__——M—; Ty —Ul))l

Ty — Y

Kp(e,y) =

9|~

wobei fix(y) die lineare Interpolation der Normalvektoren zu T den
- . . [ h
Knoten P; und P4 ist (y € Tre i)
Wir definieren jetzt die diskreten Bilinearformen:

(47) bh : Hh,oo X Hit,oo o R, b(f\h,"!fh) = (T/\}I‘,'th)hj

(48) dp s Kogn X Hico = Ry di(un,¥n) := (Knttn, ¥udn,

und schlieBSlich
P (on, 1) = Poo(V T Br) - s om )

und

eh(pn, Bn) = (1 — Ka)TCBn), )

Somit erhalten wir das
diskrete variationelle Problem:
Finde (u’h1 /\h,ﬁh) € I\'so,h X Hh,oo X IRa $0, da‘ﬂ

an(unlen, va) — n,vn)n = vy, Ba), Yur € VY,
(49) bh(’\hawh) + (ulfn?ljh)h - dhf(uh:d)h) = H)_'('ybhfﬁh)s ¥ 'tph = Hh,oo:
F(Br) = ]Vu}t]%'E — |Vu, |45 =0.

2.2. Minimierungsproblem

Die Idee zur Losung der ersten Gleichung des diskreten Problems (49)
besteht darin, ein geeignetes kostfunktional zu minimieren. Das Kostfunk-
tional wird so difiniert, daB es im transonischen Fall ainen Penalisierung
sterm, entsprechend der Entropiebedingung, enthalt. Definieren wir also
das Funktional Zp, : Vi x Kgop — IR, durch

. 0y, 2

- Vep(dn)Pde , wenn so < =l

2 JQy i+1 2 2
: ‘ 2

%fm |VER(@n)|2da + Pa(Bn) , wenn —ﬂ—ff_‘:_l < sp < ‘—1’7“_1

(50) I(¢n):= {
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.\\"()l)(‘l im ersten Fall die Stromung subsonisch und im zweiten transonisch
- . o i r(} . e .
ist. Hier ist &4(én) € V) die Losnng der Poissonschen Gleichung:

fu Veu(bn) - Voude = an(énldn, vn)—

- (Afr((bh,ﬁh)':”h)h - l{l(vhyﬁh)a VU’! E Vhﬂ-

(51)

Dvr Term A {(dn,30) € Hi oo 15 die Losung der diskreten Randintegralgle-
ichung

]’Ir()\h(q()h A )} Py, )= (¢hv '[-':"h)h“{"
+ (’h((ﬁh s W ) + [?(‘If’h s 3 )a Vb, € Hh,oo
dic wir in Abschuitt 3 vertieft analysieren werden. Wegen der schwachen

_Form der Entropichedingung, reicht es als Selektionskriterium die Ungle-
ichungen

(53) / Yy - Vi, da < B] wy,dr,
Q 2

= =N N . s e T - . 3
fiir alle ¢ = 1N mit p; ¢ Too U T zn wililen. Somit ergibt sich die Form
des Penalisterungsfunktionals

N
. ft 1
{54) T'h{ff’h)? 5 Z A‘([ /v¢!a‘V‘f‘i;,rl:f: B/ tf)h,drl:]+)2.
- 1=1 ] YTy Qn '
pigElul

wobel
A; = meas (supp wy,), =1, N
nnd die Ronstanten g > 0,8 > 0,¢ € (1,2) in Abhéngigkeit von der Ge-

metrie des Profils gewihilt werde jer bezeichnet [-]F i i
aptic der | g i 1'I erden. Hier bezeichnet [[]7 den nichtnegativen
Fedl des geklanunerten Wertes.

Wir erhalten das
diskrete minimierungsproblem:
Finde (up, A, B0 ) € Ko X Hyoo X IR s0, daf

(55) In(un) = ming, e 1, In(dn)
Die Losung des Minimiernugsproblems mit der Nebenbedingung F(8,) = 0

}l;nl( rt, denu wir minimisieren ein differenzierbares Funcktional iiber eine
nrchtleere, konvexe wehrank i i ‘
itlecre, konvexe und beschrankte Teilmenge des endlich-dimensionalen
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Raumes V). Wenn fiir ein wy, € I, nZp{wy) = 0, ist, {olgt. dall vy, Losung
des diskreten Problems (49) st und die Entropiebedingnng erfiillt. Damit
ergab sich der nachfolgend beschriebene eg — Algorithmus:

2.3. Algorithmus fiir das Minimierungsproblem
Anfangswert

Als erste Approximation i cg Algorithimus, wihlen wir die Losung
des inkompressiblen, rotationsfreien Problems. Aus Au” = 0 folgt Auv®-v =
0 fiir alle v € VO, also

/V-qud.t' = / Dy - odds,
{1 H#0

Als Randbedingung setzen wir dyu(z) = U - 71{2), r € I's. Das diskrete
Problem lautet nun

Finde u € Vy und 3° € R so, daf

(56) Vu?, -V de = / Voo - 1T Opelie, vy € V,:’
Q, rh
und die Kutta—Joukowskische Bedingung F(A%) = 0 erfallt ist.

Weiter sei X) € Hj oo die Losung der diskreten Randintegralgleichnng:
(57) bh()‘nad"h) - —(U?., leh)h + (Ih(]'l?;‘ '»bh) + If;(lf)h !ﬁ}:)': v Tph 1= Hh,oo.

Aufiere Iteration fiir A7 :

Anfangswert: Fir mn = 0 nehmen wir die Losung A} der Randinte-

gralgleichung (57).
Innere Iteration
1. Anfangsschritt:

Wir lossen fitr dic Abstiegrichtung ¢p € V) die folgende variationelle
Gleichung:

Finde g} so, daf§

(58) f Vap - Vupde = [T’ (u}), vp}, fur alle v, € V).
LOFY
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Hier ist I, die Frechet Ableitung von Zy in Richtung vy,
[T {uy).en) = / pl NS PN VE - Vg )dae+
Sy

-{—/ IVl [2)(VES - V) )V - Ve Jde+
2,
(59) N

j=1 " - i

= / Yoy - Vg, de]

h

wobei € = EF(ud A, B") € V)Y als Losung der Poissonschien Gleichung

0 0.0
VE - Vupde = ay{upheg, von) — (Ay, oa)n—
[60) Ja,
' 0 10
[1‘(“!&-.&1,), fur all iy, = Vh
2 2 as . 0 .
gegeben st Far sy < j—;—l walilen wir ¢ = 0. Schliefilich sel

(61) hi= he

2. Iunere Schleife:

Aungenonumen wird dafd wf, AF, 5%, g und 2} bekannt fiir 0 > 0 sind.

Die Berechnung der neuen Werte u“'H AL gt gt und zpt! enthalt
drel Schrtte:
Schritt 1
Wir definieren Zp ('l ) dureb:
. 2
(62) T HM(ul) = { ? f IVEH*dw , wenn sy < 'v-!—l .
;Ef |VEritde + Pr(uy), wenn .

wobei €1 1= EF(ul, AP, B") € V) die Losung der Poissonschen Gleichung

' h
_ Ve - Vupde = ap(upiuy,mn) = (AL vepe — 1 {vn, ),
(63) 4]
fur alle vy € V¥

st. Daun IHssen wir das eindimensionale Minimierungsproblem fur o™

(64) I uf — a"z)) STt (uy — azp) furalle o <0
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und setzen
(65) aptl = up —a”zy.

Schritt 2:

In diesem Schritt wird die Kutta-Joukowskische Bedingung beriicksichtigt.
Das Potential u}:'H wird so modifiziert, dafl die nene Fanktion u;:"" dic
Kutta-Joukowskische Bedingung erfillt. Verlangt wird die Gleichheit cler
tangentiellen Komponenten der Geschwindigkeit an den beiden Seiten des
€ lanzes:

F(B"™Y) o= (Vi ey L P = (VP o 22 = 0.
Man berechnet die tangentiellen Ableitungen des potentials an der Hin

terkante B
sS4 = Vﬂ;:-*-ll']‘.'. . t+
o = \71‘1;:-"1 L

und weiterhin die beidseitigen Werte des Potentials in T E-ar;,'+'(TE)+ und
u;:’H(TE) s0, <lafl

Vi g - ty = §(s4 +5-)
FuHire . = Hos +50).

Der Sprung
Bl =Y (TE)y - uTHTE)-

gibt die Zirkulation an. Die Werte des Potentinls werden entlang des
Schlitzes so modifiziert, dafl ein koustanter Sprung und eine stetige normale
Ableitung des Potentials erhalten werden. In den restlichen Kuoten, wird
das potential nicht verandert. Eine zweite Idee besteht darin, eine globale
Modifikation des Potentials zu betrachten und ist jetzt in Bearbeitung.

Im Abschnitt 4 dieser Arbeit wird die Kutta-Joukowskische
Bedingung in der urspiinglichen Form behandelt. Eine Ganze
Umgebung der hinterkante wird berticksichtigt und die Zirkula-
tion die eine endliche Geschwindigkeit an der hinterkante sichert,
wird mittels der Randelementmethode berechnet.
Schritt 3:

n+1

Wir berechnen den neien Gradient gy
Problems in variationeller Formulierung

€ V! als Losung des Poissonschien

h
(66} Vgrt! - Vunde = [T a(u* ), on], fur alle v € ¥y
Q
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wobei die Frechet Ableitung [Z74(u) ), va] wie in (59) definlert wird, mit
w1 anstelle von wf, vaud mit A anstelle von AY. Dic neue Abstiegsrichtung
ist jetzt durch

LS, o SN +1 +1i.
(67) EPAE T P B
gegeben, wobel

o, Vort! - Vgt — gi)dz

63) 'y"'H = -
( fﬂf. |Vgp|dx

Die innere Sehleife wird solange wiederholt, bis der Minimum des Funktion
als T, mit einer bestimmten Genawgkeit berechnet wird.

Ende der inneren Iteration
Aunflerer Iterationsschritt:

Hier berechnen wir A"T! € Hy o als Losung der diskreten Randintegral-
gleichung:

(69) by( AT, ha) = —(up, ¥u)n + dulug, ) + Bbn,B1), ¥ ¥n € Hroo

Das Studium dieser Fredholmschen Integralgleichung erster Art
mit logarithmischem Kern, sowie ein numerisches Galerkin Ver-
fahren werden im nichsten Paragraph vorgestellt.

Die auBere Iteration wird solange wiederholt, bis AT+ = Ayl 2(r,) Kleiner
als einem gegebenen € > 0 1st.

Ende der duBleren Iteration.
3. Randintegralgleichung auf I'
3.1. Losbarkeit

Betrachtet wird die Fredholmsche Randintegralgleichung erster Art
mit logarithmischem Kern (25), deren schwachen Formulierung sich folgen-
dermaBen aufschreiben lafit:

Gegeben {(u,3) € K,, x IR, finde A € H so, dafl:

B + (1, ) — d(u, ) = (. B), ¥ € H3(Teo),

Die Bilinearform b ist stetig und koerzitiv in der Energienorm (Lemma 1.2).
Fiir die Losbarkeit der analogen diskreten Gleichung

bh(/\had’h} i ':Ufn"-'.'hl.:h - dh(“fn‘.bh) = lg(dih,ﬁh), Yoy € Hh,oo:
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st die Koerzitivitat der diskreten Bilinearform
1
w1 = M2 poo
1
———{r — 1)
( Vi-ME, A(indn{a)dsyds,

£ — Y2

bh(’\h . t-':’fr) ==

/ / log
Jrn Jra
[a %) oo

notwendig. Dicse gewiinschte Koerzitivitat ast fiie gentigend kleines h
gesichert, was wir im forlgenden zeigen.

(70}

Seien die abeeschiossenen Kurven T nnd F#. durel die Funktionen
»
2z 0 [0,1] = IRT dargestellt:

T TR (1) .
lo = {zi= o) = {240 Y e 0.1
o= )

- )

e,
(8}
!
i
P
—~
—

Il
AN
1r 3

e
_——
. e
S’

—

Mn

)

—

—

et

Wir betrachten ecine Zerlegnng des intervalls [0.1]: 0 =4 <ty < . <ty <
t,,;H = Twit 2(#;) = 2, = Py, =1l uud I o= [t f03]), 1=T1n
Wir fitliren die folgenden Operatoren ein

(Tl) L H.'uoo - H_I?(Fcao) : (Tfa?f'-r’h)(:({)) = T_rf"h(:h(i)}
und
. 1 Iz(t} -
(12) 11 Hao = B8 Cen) i) | 02 = uantr|
[§4
fiir t € I;,1 < 3 < n. Es gilt die Tunplikation
(73) i € Hy oo = prton € A

denn

n
[ (Ph rl'h)(.‘f}("'gy = Z/ U"h)‘jh)r\?”d-" i
I'oo je=1 Yooy .

B n j tIJ ’z fgz_(f_) I o
;]}J(u:h)a GRS

5 {zp it
dt:i / L] h(:h(t)) ‘_:2’:‘_)‘(“:

n
= L/ Yr(y)dsy = / vl y)dsy =0
Tk, rs, '

=1

Wegen der Definition des operators vy, folgt (siche Nedelee und Planchard
[13]. Lemnna 3.1) die mwerse Abschitzung:
Fir alie —1 < t < s <0, existiert eine Konstante ¢ > 0 so, dal

(74) leweinlisse e < el Hratnlimeray: ¥ 6 € Hhco

Aufprund der linearen Interpolation von oy mit den Geradenstiicken
I‘go'j(‘; T, ) folgen weitere Eigenschaften der Operatoren py und ry.

Lemma 3.1. Es gibt eine Konstante ¢ > 0 so, dafl

(T:.:)) ”I”a T,!"‘I, — 'k u')h nL"(I‘N} § (h!il"h‘.‘rjhl|L2”‘m)‘- v (‘bh € Hh""".”

(TG) tht!"h — Iy d\hllh’_{{_“‘\) '-/_\ Ch%”T-h?‘{?hn” x%“._ ‘:)- V lgbfl c Hfl,-x_'t

Beweis .

'il’(l‘m)]i‘ [(petba )(2(E)) = (g ) 2()Pds,

HI ity — Th '*_-!—’h

"ol , fed=(t
= L / [Grabn )(2(8)) — (e t,’u.)(-'-’(fmz lT{flldf =
j:] b ',f )

doy (1Y e
yldr \ 1 ‘\d&‘.h(t)ldt

L[ mh(zf.(f))l“{ﬁﬂl dt
=1 dt I

Aof jedem Intervall [f5, 85411 ist 2, die Inferpolationsfunktion erster ordnung
von z. Davaus folgt

——
=3t
=1
—
A
]
>
=
—
!
S
—_—
el
[3

(fiir holiere Ordnungen siche 2.3, le Roux [12]) und weiter

i 2 . i‘ bt i 1 a d.‘: ”l
Hf’h Wh — Th i H,-f}(]'__“} = (""4 L / |(T.Jl W )1- :(t))lh ] Jdt ] df =
i ’ !

=

B (h“/ ()P dss = ch* [radaliaqr o),
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womit die Ungleichung (75) erftllt ist. Wegen der inversen Abschatzung
(78) lranllszray < eh™ Mrawnll, -y s

folgt die Ungleichung (76).
Bemerkung: Die Relation (77) impliziert

d:h(f)l
R d
lim ! =1
h—o |dz(1) |
di

dh. Y0 < ¢; <1<y, 3he=hylci.ca)so, dall ¥V 1 € (0, ho}

tIZ,;,(!)
2 dt 2
< < cs.
(79) C = ] = Ca
dt

Daraus erhalten wir

Wnlaceny =D [, lobae)ltdse =
=1 r?\).}

i+ ~h )
= Zf 'd’h h(r) I2 Idt
Rt dz(t) ’—dz,}',ml
Lir, . 2 . - ) ——
=5 [ ko | % l 0
=177 di

und wegen (79) folgt schlieBlich

(80)  allra¥nlliz@ey < lllezery < czliradnllLzra) ¥ ¥a € Hi oo

Auf dhnliche Weise folgen auch die Abschatzungen: 3 0 < ¢; < ¢z < 00 s0,

daB

(81) allpnnllizr,y S llravaliczre) < c2llpanllizco)s

(82)  edlpadall -y ) S Wravall -2 ) S eallpwibnll -y )

fiir alle ¥, € Hp oo- Eine wichtige Rolle um die Koerzitivitat der diskreten
Bilinearform by, zu zeigen spielt das folgende
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Lemma 3.2 (Konsistenzeigenschaft) Es ezistiert eine konstante
e >0 so, dafl

(83) [b(pn n-patbh) = ba(n, )] S kPl llLaeen )y - Ndrllezcen,)s

frir alle iy, ), € Hy oo
Beweiss: siehe [12], Prop. 3.2

Satz 3.1. Fir gendigend kleines b > 0, existeirt eine Konstante y1 > 0
s0 dafi:

(84) b (it ) 2 i llewd Yy, € Hy oo,

n-re)

Beweils:
Wegen der Konsistenzeigenschaft (83) folgt

(85) hh(’/'ha '/'h) > b(ph"j’lupﬁd’h) = ch,2||d!},l|iz(r_f_.‘:), v d’h € Hh.oo;

Mit (73) folgt weiterhin ppyhy € H. Lemma 1.2, b) versichert die Existenz
einer Konstante v > 0 so, dab:

H{pntn. puttn} Z vollpathn Hif bireo) =
= vollravn + patfn — rutball’ b b 2 > vo(llraball

Wputbn — ratbs IIH ] > vo[1 — 2R |raths ||

H-Yr.)
H Y (r.)

Aundereseits, folgt wegen {80} nnd der inversen Abschatzung (78)

"hgll‘/'hlllﬂ(l‘g‘:) > —C(.f.jhz"T'h‘/'h”i?([‘m) > "Tjh”rh?j’h”if_li“, )’

Insgesamt, haben wir (it (85))

bu(Vn, ) > voll — 20% — celh} r'h'a;'!hﬂlif RNy Y Yy € Hp oo,

Mit 7 1= g1 — O(1)] > 0 filr gentigend kleines h, folgt somit die Behaup
tfung.
3.2, Galerkin Verfahren

Mit der Koordinatentransformation

-‘rl e I
18G) T { Vi-ME

Iy i= g
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138t sich die Randintegralgloichung {25) in den nenen Ko swdinaten schreiben
als:

1
@lc) = ;/ logla — y|My)dsy+
.
(87) =y =
+ : / (J’ U) ?'J'(y-) (19(.‘1)(]"“31 + Pooy [ C'o-a:
[ e v — yl?

wobei O = T{I'a) und X die normele Ablettung von o

jad]

My) = ;j%(y)- fur 4 € Ceo-

Wihlt man T als Ellipse mit den halbachsen (Ry/1 — M2, R) so st Coo
der Kreis mit Radius R. Der Vorteil dieser Walil besteht darin dad der Kern
des Doppelschichtpotentials anf dem Torets konstant ist.
Zur Losung dicser Fredholscher Integralgleichung erster Art mit loga-
rithmischem INern, haben wir ein Calerkin-Kollokationsverfahiren verwen-
det. Das Verfahren wurde von Hsiao, Kopp, Wendlaud [8] entwickelt und
verkuiipft die hohe Genauigkeit des Galerkin Verfahrens mit der Schuel-
ligkeit von Kollokationsmethoden.

Das Verfahren ist anwndbar fiir alle C! —stetigen abgeschlossenen K-
ven I': {z = z(t)|t € [0,1]} welche dic Regularititsvoranssctzung

(88) I Ry >0, so, daB |2(t)] = Ry, Vte[0,1]
erfilllen. Aus der Gleichung (87) folgt

1 [ .
- ;—/( log|z(t) — (7Y A== NIE(7)]dr =

(89) ’ :
L L) = () ()
=—olzO) + T TP

e({7 )77 + Peoy
fiir alle ¢ € I := [0,1]. Hier bezeichnen wir mit

(90) A(L) = M=(1)) € Hy == H; #10,1]

die unbekannte Funktion auf {0,1]. Wir bemerken daf fiir den Kreis mit
Radius R,
|2(t)} = konst., t€ I
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Sei =t <to < .. <ty < gy =1, mitf; = (4 = 1)/n, j=1n+1
eine fquidistante Zerlegnng des Intervalls 1. Entsprechend dieser Zerlegung,
hetrachten wir als endiichdimensionalen Unterraum von He den Raum:

(91)  Hy = {N\,:[0,1] = IR

I
Apt, = konst. j = 1,n, 4 An(t)dt =0}

Dic Familie B = {jt1. ... jtu—1} wobel
1 . tel;

{92) ;tj(f.)—{ 1 . f-EIj.H, j = i,ﬂ— 1
0 . sonst.

bildet eine Basis i Hy,.
bt
Bemerkung: Hy C 5, (I}, wobe

(93) STy = (N € HY(DMl; € PN, J=Ton)

Nun gelten die folgenden Eigenschaften (siehe Babuska und Aziz [1]):
Approrimationseigenschaft: Fir alle £ < v = l,f < 0, existiert eine Kon
stante ¢ > 0 {unablingig von ) so, daB fir alle A* € Hy ein A\j € Hy
existeirt, mit

(94) 1A = Xl ey < cb" Al g0,

Inverse Abschitzung (Stabilititseigenschaft): Fur alle t <7 <0, existiert
eine Konstante A > 0 (unablingig von h) so, daf

(95) WA ooy < MB T a0 AR € Hie

Wir setzen die Basisfunktionen durch 1-Periodizitat auf IR fort
gt + 0= pe;(t), L€Z, 1€ I

Wegen der identitit

. Gy =) ()
K(t.7) = 0 = 20 = —3p v t,rel

und |3(t)] = 27 R, Vt € I, folgt aus der Gleichung (89)

1
0 logl=(t) — r)A"(r)dr = gpla(t)) +C =: F(z(), €T,
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wobel
1

C=3R

1
([ otetripir +o.
0
Wir spalten jetzt (96) in zwel Integrale auf wid erhalten die Gleichung:

/ L] TI/\‘(T)‘”Jff tog | 2= se(ryar =
(97) lt=r|<d Je-ri<d t—7

= f(=(t)). tel

(wegen der 1-Periodizitat kann das Integral auf I durch das Integral auf

(98) T, o= {r e Rijt — 1< =)

¥

AR

1§

fur alle t € [ ersetzt werden).

Das erste Integral enthalt die logaritmische Singularitit nud ist unabhingig
von der Kurve I'.

Die Kernfunktion
z(t) = =(7)

{
°y t—7

des zweiten Integrals kann durch log |2(#)} fitr £ = r ersetzt werden; dies ist
moglich, wegen der Regnlaritatsvoranssetzung {88).

Als Ansatzfunktion betrachten wir cine lineare Nombination der Basisele-
mente von B

n—1

(99) M(t) =) ymslt), tel
j=t

mit unhekannten Koeffizienten 1, ... Yu-1 and als Testfunktionen die Ba-
sisfunktionen jt1, ..., jtn,. Nach der Multiplikation mit iy und Integration
auf I, erhalten wir das Gelerhan System in den Uubekannten vy, .0 Fn,

(100) A3 =D,

wobei 4 = (ax, hi<k,j<n-1 und b = (b )i<k<n—1, mit

1
a; = f (| loglt — vhp (7 )dr s (t)dt+
0

Z
2(t) — z(r)‘

1
+/(/ log
0 I, -

(101)
g (7T e 1)t
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und

1
(102) by = 5R e ={(t))pur(t)dt.

Wegen der Form der Basisfunktionen {rsh<icn—1{ty; = x5 —xLin }, folgt

‘H;:(Wj_CHJJ“ChHJ+CH4¢H)+UﬂJ—deJ’

(103)
= dp g1 + dig1,541)
wobei
{104) crj [ (f log|t — 7|dT)dt
Ts I,ﬁf;
unel
(105) =/ tog| L= 4 yar
Ie JTnl t—71

firallel <k,7<n-—1L
Berechnung der cg; .

Wir bezeichnen mit o(k, j) den "diskreten Abstand” zwichen k und j,
(106) o(k.§) = min{|k — jl, |k = n — 3,1k + n - j|}.
Mit der Transformation

{‘—‘f«tzt’e[o,l]

(107) 2o rt e ok, d) ok, ) 1), fur te L TEL

ergibt sich
(108) exy = R {log b+ Wy ).
Die Gewichte W,(0 < o < [2£1]) sind definiert durch

e+l g1
(109) W, = / (/ loglt' — 7'|dt")dr’
=g JU'=0

und sind unabhangig von I' und A.

Fiir k # j lassen sich W, ;) durch Quadraturformeln berechnen.
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Fur k=7 (dh 7 € I} 1afit sich

1 i
We = / / loylt — Tidtdr
r'=0Jt'=0

als Cauchy Hauptwertintegral herechinen. Man erhilt Wy = —

2= )

Einfacher ist die Berechnung der dyj. Fir k # ) verwenden wir Quadratun-
formeln und fir k = j wird

Lttt
)

log\i(i)i———%Q\ durch loy (t.v € I}

crsetzt. Die Ezistenz und Eindeutigheit der Losung T (Yyeens Yre1) des
Systems (100) folgen aus der Koerzitwitat der Bilincarform by (Satz $.1)
und dem Satz von Laz-Milgram.

Sei jetzt
(110} M(zn(t)) = Ap(t), tE I.

Die so definierte Funktion Az € H) oo st die approxinmative Losung der
Randintegralgleichung (25). Aus der Koerzitivitiit von by und der Konsis
tenzeigenschaft (83) folgt cine a—priori Abschitzung des Fehlers.

Satz 3.2. Seien A € H dic ezakte Lisung und Ay € Hi oo dic approsimative
Losung der Randintegralgleichung (25). Dunn cxistiert eine Konstante ¢ >
0 (unabhingig von k) so, dafs :

. . '
WA = rudnll y-4 s < C{,\' éﬂlfh w[u’\ —ridkll ke
(111) .

+ RE [Nl ) + e = reei g

Beweiss:

by ist koerzitiv, d.h. es existiert ein 4o > 0, mit

(112)  bu(An — Xy An = Ah) Z vollra(An — Ml oy ey T Ay € Haoo

Andererseits, haben wir
ba(dn — Ab, Aw — M) = Oa(An, An — M) = b prAr — PuAi)F
4 B\ — prM. PaAR — PaAR) T B(pa Ny, prAn — prds) = Ba(Ahs An — A <€
< [(@h, An — Ap)acrn) — (9 PaAr = PR L2
+ MIIA = pudill -3 roy lpnCn = Al -4 oy T

+ ch® Nk paen,y - 1A = Mpheacrn,)-
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Fiir beliebiges N € Hy folgt:

(o A pecen ) — (0 PR AR) 2T ) = (PhPh PRAR) L o)
L (o A L = (Phen — @, PRA) L3 )

also
(@n. ARz, = (‘?’Ph)":f)mwm)l B
“"’r)‘.'f”H-g([,m) -
: = . I
(113) - (raen Sﬂ)th,L) l“ph/\”uﬂ‘%(rm)

Y
“I"')\fr“f..r"‘l‘“*a’)
< ! g
S uT hWPh — Q”H%(I‘m).
Aus (112) folgt somit

bh(/\h - X Ah - X} )
~ollrn /\h o /\f! - ) < h h

-t
(s A = Ny )pegeny — (2 pr(An = A D) iare) N
WraCn = A -3 e

HoaCu = Ml -4
M e ! . (")
+ MIA = padill -4 0 (O = A
H 3 (0w

REYAL ~ Mpleacrn)
lra (A = Ml pn

+ ch % || Ayl aqray) -

Aus (113) mit Ay = Ap — AL (82) undd der inversen Abschitzung (74) fir

i =— %, s = 0, folgt weiterhin:
- ‘ 1
‘YU“T Il(Ah - Ah)ll]]"%([‘w) S -(-:'l_l.(fo == r’l(ph”H%(rw)-i—
M , a
+ o A= TP ORI 30 A Y TR SE
Mit der Dreieckungleichung

IA — I’h'\'h)nn—hr_o) < A= 1‘h/\'h||H-§(rm) + lpaXh — T'h/\HlH-g(Fw)
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folgt die Existenz einer Konstante €' > 0 so, dafl

IraCra = Xk -g o, SO A= madil ey o) F hEN,

+ "tp - rh(f?h"H%(]'\w)]'

Lyt

Nach der Verwendung der Dreiecksungleichung

A = rarn)ll SN =Xy )t

+ ”'f'h(/\h - A;')“H'_ﬁ(l'm)‘ v /\l:l, S Hh,oo

H ¥ (e

folgt schlieflich die Behauptung,.
Es ist klar, da8

riHh oo = {rntbnltn € Hioco} = {# € LT )lblre..i =
=konst. , j=1,n}C L*(Ts).

Sei sp : L2(Foo) — ThHh,co die orthogonale L*-Projektion, d.h. fir ¢ €
LT

(114) (3h¢’1Xh) = <¢$ Xh)a v Xh € ThHh.oo-

Lemma 3.3. Fir alle =1 <t <0 < s <1 gilt die Abschdtzung (siehe
Babuska, Aziz [1]):

(115) ”/\ S sh’\"H'(l"m) < Chs_t"/\"hr-(pm) , Yae HS(FOO)

Der folgende Satz gibt eine a-posteriori Fehlerabschatzung.

Satz 3.3. Sci T ein glatter Rand und ¢ : T'oo — IR stetig. Seien weiterhin
A€ H und Ay € Hpoo dic ezakie, bzw. die approzimative Lésung der
Randintegralgleichung (25). Wenn X € H*(To), mat —1 < s £ 5 dann
ezistiert eine Konstante C > 0 so, defl

el 3
(116) I = radall g py S C BT 2 My + 22 M 2re+

Beweiss:

Aus der Definition von s folgt

1
(117) spA(z) = I(?;:-,J‘_)/[:m_j My)dsy, fur =z €T j,

—
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Also ist s, A cine stiickweise konstante Funktion auf 'y, mit

/ spAr)ds, / Aw)dsg = 0.
Frg i

Daraus folgt die Existenz cines Elementes M € Hp oo so, dafl
(118) SpA = TRAp.
Aus dem Satz 3.2 folgt damit die Existenz einer Konstante ¢ > 0 so, daf} :

_ 1A= ra el g e, S O =radally g

+ N? - T"'Lph”f{%(]‘m)}'

) + Lt )_‘h.lm(rg‘,)‘i'

Dar erste Term LBt sich wegen Lemma 3.3 majorisieren durch:

A = Al A= sl < e h 5 [ Mrero)-

e = 1=k
Fiir den zweiten Term gilt die Abschatzung:

Az eny < ealleadallezorg) =

= (".J“-“'h/\”[,?(l’m) = (tz(/ |.'~‘],/\(.I')|2(lsr)7"" =
Few

- 1
= 62{;/;‘@,,- M_R.:jﬁx ,- My)dsy

. - (.lr.—\:_j Aly)dsy)* 1 - (frm,,» A (y)dsy)
u{gL(rm.j)- LT < e Ty

[#37]

P
ds )i =

}i <
rn

: L e
i, 5 — { / b% )d.s' 2 = —||A .
min < <n ' Lo 5} ; - (y)dsy} . {RY FETT

Die Behauptung des Satzes folgt somit fiir

C = c max{e, 2,1}.
3

4. Behandlung der Kutta - Joukowskischen Bedingung.

4.1. Problemdarstellung. In diesem Abschnitt wird die Kutta -
Joukowskische Bedingung analysiert:
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Das CGeschunndigheitsfeld <oll an der Hinterkante vadlich bleuden

Diese Bedingung fitr die Zirkulation ~# impliziert die Relaiion
F(8) = Vv [y - Ve |7y =0

und die Gleichheit der tangentielle lomponenten der Geschwingdigkeit an
der Hinterkante. Unser Problem bat cinen lokalen Chavakter nnd hetriftt
nur eine Umgebung U der Hiunterkante. Sei @ C U < Q@ ein polygonales
Gebiet, das den Hinterpunkt als Eckpuukt enthalt.

Aus der Kontinuititsgleichung fulgt die Existenz emer cdifferenzier-
baren Funktion ¢ : @* — I, mit

B — oy
: = i
(120) e
s¥ _ : *
T, = Uu1 W 0*.
Man nennet ¢ die Stromfunktion. Wenn die Stromfunkiion zweimal stetig
differenzierbar ist, folgt aufgrund dev Rotationfreibest

(121) dua _Z8 g

daBdie Stromfunktion in (1* harmonisel ist
(122) AT = 0.

Wir nennen eine Kurve v 14 C R — R* ~(t) = (ni(t).y2E)t €1 Stron-
linie des Geschwindigkeitsfeldes § = (v, vq), wenn §{t) = F(y(8)), vt € 1.
Als einfache, aber nittzliche Bomerkung ergibt sicli

Die Stromfuktion ist entlang der Strombmien konstant.

d or v
a[‘l'(’Y(f-))] = ey it)+ Ty Falt) =
= —up(y(t)) - o () + (D)} - up(y(1)) = 0,

also
(123) V(1) =y € R,

fiir jede Stromline .
Der Rand von Q* besteht aus Geradenstiicken 'y, = 1,m

(124) r:=a0" =T
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Sc‘i- T die Eckpunkte von T o, daB T, = [Zj.:,‘.g.l].
i=T1.11 {1 =2 ) Der Hinterpunkt wird mit 24, bezeichnet, S'ci Wi :iv:‘
enlsprechende henwinkel in dem Eckpunkt z; und o, = = 0 0= 1, m
Definleren wir | -
(125) {F" =TnTh

r=r\rh.

e Bereeliet T Ty . o
Hicr bezeichnet T den Polygonzug, der das Profil I'p approximert.

. -.Du die Stromfunktion bis auf cine reelle Konstante eindeutig bestimint
ist. konnen wir annehmen daf$ () = 0 fir alle v € T4, Inshesondere gilt

{126) P{r)=0, relt.
D%v Stromfunktion ist anch fir @ € I'? bekannt: fivw € Ty C T? hezetchnen
wit mit (). nle) den Tangenten - hzw. den Normaleneinheitsvektor in .

Aus der Definition der Strowmfunktion und der Relation zwischen Tangenten
und Normalenvektor inx

(r(a), mo(e)) = (=), my (), « € T,

folgt

oV

,87(;;:) = o(x)-n{x), €Ty,

wund damit, fir o+ € [2i, zi41] ¢

(o) = w(:.)+[

=i

ov =
E(U)(‘i“‘y = P(z) + ][z”] vly) - it(y)dsy =: h{zx)
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| b

wobei I cine hekannte Fnnktion auf Ty ist. Also gilt

(127) (x) = Mx), «eTl.

Wir fithiren eine weitere Funktion cin. Sei T Q" — I dureh

(128) ()= V() — vo - 22,

wobel Tae = (Voo, 0} die Fernfeldgeschwindigkeit ist. Wir nenuen U g Strom-

funktion der Strérstrémung. Mit

Vg - iy, 4 €L
g:T = R, g(z) = {h(:r') — ey, £ €T

ist ¥s Losung des folgenden Randwertproblems:

Alg=0 i *
(129) Ug(z)=g(z), +€T |
Ve(r) = _z%log_:a:[ + %w + ol |+), J2] — oo

Hier ist —A die Zirkulation und w hoeschreibt die logarithmische I\'apznzit;'_it
von I'. Es ist bekannt (siclie [4], [5]), daBfiir gezebene (g, i3) die Losung die
folgende Integraldarstellnng hat,

1 1 .
(130) Uo(r) = 5 / log|x — ylo{y)ds, + 5wy ¥ e 2

T Jr
wobel ¢,w das Integralgleichungssystem

Vio(e) +wi=—1 II logla — ylo{yldsy +w = 2q{r), r
(181) Ao = fr(y)(lsy =j

lost.
Wir bezeichenu mit v den Matrixoperator dicsses Systers

(v T
(132) o= Ap 0

Fiir einen glatten Rand, haben Hsino und Wendland [11] die Abbidung-
seigenschaften (Stetigkeit, Integricrbarkeit) dieses Operators au:alyswrt.
Dise Eigenschaften gelten in geeigneten Ritumie auch fiir einen nichglatten

Rand.
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4.2. Eigenschaften von »; Regularitatsresultate. Fir den zu-
vor definierten Polygonrand. fithren wir nuu die folgenden Sobolev Raume

el
H Q) = {u|o-Ju € H(R*)}, s>0
{u|p|e € H**1(R*)}, >0
H'(T):=< LYT) ,s=0
(H™* (') (Dualraum) , s<0
HY(T,) = {ujr,|lu e H(T)}, s£0, t=1,m
Der folgende Satz erklirt die Eigenschaften des Operators pr fiir den nicht-
glatten Rand T nned wurde in (4] bewiesen:

Satz 4.1 o) Der Mutrizoperator vy : H*(T) x R — H*T'(T') x R,

vr(o,w) = (X.r é) ' (Z)

ist stetig fir s € [—3, 3]. Dartberhinaus ist vy ein Isomorphismus fir s €
(—3 —a, -—% + «), wobes

! 1
o= min {—,;
1<i<m (v, 2-—0(‘

}.

b) vp erfillt eine Gardingsche Ungleichung in dem Energieraum, d,h
es existiert eine Konstante yo > O und ein kompakter Operator

Cr:H II)xR— Hi() xR

so, daff
(133) ((VF + CI‘)(an),(an))lﬂ(l‘)xn 2 —YUli(U?w)llil——%(r)xm
fir jede {o,w) € H™%(T) x R, wobei
L 2 231
(134) C O R WL

Im Falle eines Polygonrandes Lat die Losung des Systems (131) Eckensin-
gularitaten, sogar fiir eine C° -Randfunktion ¢. Der Rand I'? ist kiinstlich
gewahlt worden und die Inoten z; (fiir i # 45} befinden sich im Unter-
schallgebiet. Es hat also keinen Sinn die Singularitaten in diesen Eck-
punkten zu beriicksichtigen. In Wirklichkeit kann nur z;, als mdoglicher
Singularititspunkt vorkommen. Wir werden zeigen, daBnur fur eine bes-
timmte Zirkulation - 3, die Funktion ¢ auch in z;, regular ist, d.h. die



202 CGRISTIAN COCLICH und WOLFGANG WENDBLAND 3

Geschwindigkeit an der Hinterkaute endlich Dleibt. Diese Zirkudation, «die
also der Kutta - Joukewskischen Bedingung entspricht, wirt munerisch
berechnet |

Aus der Regularititstheorie fir elliptische particlie Ditferensialglei-
chungen in Eckengebieten (siche dazu [7]) folgt anter der Voranssetzang

g€ HI(T)

dafisich ¥ in ciner Umgebung 4(z;) einem reguliren unel im0 elinenn sin-
guliiren Anteil zerlegen laf

. I (‘); X . I
(133) Tola) = Tgpla) + cipila) i sin —ﬂ{—i—) o or ez, +=1om

Hier bezeichnet Wg o den regalireb Anteil, el

By € H R (U(=) N 00,

Mit (p,, @;) bezeichnet man die positiv orientierten lokaden Polarkoordi-
naten in =, ¢ pile) = Je—zl and (1) st der Winkel zwischen Iy = [z7, 201
und dem Radius [z, 2] (so, dafl ©; =0 anf I'; und @ = w; aul Fimg ) Die
Konstante ¢; wird Spannungintensitétsfebior genannt. Dor Spursatz fitr den
regularen Anteil lautet

Usolrawen € H 2T (FNU)).

Damit folgt fitr die normale Ableitung von ¥y

s v _O¥su v =Y e e T U
o (z) = . () 4 ¢iO(pile)™i77), v el M=),

(136)

Hier ist die normale Ableitung des reguliren Anteils

8‘1’5
on

4

€ HiYai(T nU(z)).

und c,-(’)(pi(:z)"%'_l) beschreibt die Singularitat. Offensichlicl gilt
. Lo
im  |pi(e)* | = oo,

1
'sz—r;

fiir o; € (1,2). Dies trifft fiir ¢ = 7. Die Singularitiit in z;; hat die Form
von v, ' I = IR,

(137) U,'o(:r):|:l!—zi0|ﬁ_l.
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Ans demn System {131 geschrichen iy der Form

L W I o
{138) rpf{oow} = (\: ()) : (z) = ( _f‘;) e H' x I,

({o,w) € HYT) »n R) folgt durch Multiplikation mit beliehigem (o' .w') €
HUHTY w R dic schwache Formalierung:

Finde (a.wi € H (') x T so, da¥

(mlow), (o)) = (20,8, (0",

{139) o
V(o) e HTUVIUT) < .

e die seliwache Lsung ergilt sicl das folgende Reguloniidtsresultat:
Satz' 4.2 (Costabel. Siphen [f]) Sei v > {; mit (r %)n, ¢ Z und
sei g € H#{T) so, dafp

gl € Ty, fardo= 4y — 1ie.

Dann lafit sich dic schwache Lisung s € H'Q*) folygerndermafen
dartellen:

.. A (SINE?
( 1.40} \Ifs(f') = ‘115![](-1‘) + ‘:inf)io(ﬂf) g .‘i.:lll u( t ) .
iy
wobel
o Jor regulare Anteidd ¥, € H""‘-'?(Q*) wnd

Vo€ H 2 0 (08 NU ()

o (po, O, ) bezeichnen, wie zavor, dic lokalin Polurkoordinaten:
o ¢, 18t der Spannunginicnsititsfakior.
Der Spursatz lautet

el oL
\I’S‘,ﬂli‘nu(-?io) c K H-“ao (T’ ﬂf/f'(zio));
TN
g . i
(141) =2 e H' T (T 0Ulz));

Korollar: Seien 6 € (=%, 1) so daB, (1 + 8)ay, ¢ Z und g € HF(T), mit

aT, € HH4(Dy), fur i=4d¢ —1,iq
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: : = . - Il :
Dann ist die schwache Losung ¥ € HH{Q7) mat

O, lr)

AT

Us(z) = Usolr) + coypiglr]™e

wobei:
o Ugo & H2*H(Q*) und

Do € HT a5 nid(z));
e (piy, 94, ) lokale Polarkoordinaten;

e c;, ist der Spannungintensititsfaktor.
Daraus folgt

L N |
Bsolrmulzic) € HIH o0 (D ntd(z,,));
d.h.

~1 1
(142) %Sn—" e H 5 (D (a4, ));

Hier ist 1 << ay, <2 = % < 0—]._;-<< 1 und

1 1 1
-%+5+fe[—1+——,a——]

io (L EPILETY

=: I
4.3. Augmentation.Fiir —§ < s <1 (und Iy C [—4,1]) definieren
wir des Raum
(143) Z%(T) := {0 = g + cvsp|o0 € H(T), c€ R}
und versehen den vergroBerten (angmentierten) Raum unt der Norm

_ lloollaecry + fel , 820
(144) lellz ) :={uonwu~}, s <0

Der folgende Satz erweitert die Gultigkeit der Eigenschaften von vy auf den

vergréBerten Raum. Er ist in {4], [10] bewiesen.
Satz 4.3. Der Operator vr : Z°(F) x R — HYY(T) x R, mat

. V(oo + cviy) T w (P)
(UU}Qw)H AF(UU+CUH_\) b
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wit stetrg und brjekfin. Auflerdem, exrstiert can ¢ > 0 so. dafi:

(145)  lofize oy + lwb < c{llplliesray + 101}V (p,0) € HHT) x R.
Bemerking:  Der Satz garantiert die Existvulz und Eindeutigkeit der
schwachen Losang {(o,w) € Z*(T) x IR C Z~7(I') x IR. Diese Losungen

wird sich als Linearkombination ans den scwachen Losungen der folgenden
Systeme von Randintegralgleichungen ergen:

(S1) {E

und

IF ’l logie — ylo'(y)ds, +w' =0, r €l
01(?/)"’“3} =1

59 —L [ logle — ylo*(y)dsy + w? =2¢(x), , ¢ €T
( H} II‘ Uz(y)(f.qy =1

Mit, (o', wh). (02, w?) € Z*(T} x IR Losungen vou {S1) bzw. (52}, ist
(146) (0,w) = (Ac! + 0%, pu' +w?)

Losung von (131). In ciner Umgebung von z;, lassen sich die Losungen
darsteilen als

0, (x)

i,

(147} ok(r) = rr(’; + f'kfih[ r) 7o sin

, €V NU(z,) k=12

wmit a}.o0f € HY(T). Daraus folgt

SE)

iy

alx) = (PBay(x) + oi(e)) + (3! + A)v,, sin . o € NU(zi,),

Damit o regular in * 14(z,, ) ist, muB Se' 4+ ¢* =0, d.h.
(148) Hiex

Natiirhich stellt sich die Frage, oly ¢! # 0. Unter Verwendung konformer Ab-
bildungen hat Gater [9] bewicsen, dafy ¢! # 0 und auBerdem eine explizite
Formel angegeben

Sehweche Formulierung in dem evquinentierten Rawm:

Finde (m,w) € Z73(T) x R so, dof:
(149)

(((g.w) o', My e = (20, 8) (0" w0 2y cm, V(o' \w') € Z73(T)x R,
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Hier bezeichenet (1)) das Skalarprodukt
{150) {np(o,w), (o' Nz o= (Vo + w.oode + Aro e

4.4 Galerkin Verfahren. Fiie N € IV (it l = Tt\_) hetrachten win
die Aquidistente Zerleguug von T; it

pij = T 4+ iz — i) 0= L,V, i=1.m
und bezeichnen mit Ui ; die Geradenstiicke

I"J = [’I:ixj ]7;!1‘-5']

(wobei x,0 = zi) Entsprechend dieser Zerlegung Detrachten wir als
Ansatzerauin
.k
{151} Hy =S5,
wobel

(152) SF::UhEHWDhMDJCF'WRJ7j:fﬁ.izfm}

Wir verlangen dem Ramw Hy, fc)!g::url(:lEig(fnhc'lmfttm aby
Apmzimn.tiow..s'cigu'n.sc]r,a.ﬂ: Fiir alle -5 <1 <r < s vl o€ HYD), ex.

on € Hy und ¢y >0 {(nnabhinglg vou h and o ) so, dalk
(153) o — oty < ek ol

Stabilitétsvigenschaft (Inverse Abschitzung) : Flir alle 1 < 1 < s, oxistivort
ein M > 0 (unabliingig von h) so. iy

(154) Henllerery < MM ol - ¥ oon € Hye

Beide Eigenschaften sind crfiillt. wenn H, cin (s + 1.8} - Reguléres System
‘st im Sinne von Babnéka und Aziz ([1], Seiie 83). Dafiir reicht s o = 2 und
k=1 zu wahlen, d.h.

(155) H, =5,

der Raum der stitckweise lincaren Funktionen anf T die die Konformitatshe-

dingung 0
\n

erfiillen.
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Eutsprechiend dicses Ansatzraumes, ist die crste Galerkin Approriina-
S - ! - i X
tion er Lo {(mw) e H D) xR C Z (T} x R das Paar (ap,wy) €
Hy, o IR welches

('::Vr(f”, PR ) {rr;,,w;, ))) L= (('2" f“j)‘.éU;:!w;|)>[2(l‘fxﬂ{,

fur alle (a),.w), ) € Hy x R.

(106)

t68t. Die Losharkeit des Systens (166) folgt ans der Gardingselien Ungle-
ehnag (133). Auerdern. ergibt sich die Quasioptimailitiit des Fehlers, wie
Hsiae und Wendland in [11] bewiesen haben:

Satz 4.4, Sex (o,0) € H=3() x R die exakte Losung von (139) und
{oh,wp) die Galerkin Approzimation. Denn

a) Es ensticrt cin hg > 0 so. dafl fir alle 0 < h < hy, der Galerkin
Operalor Gy, ¢ H=#{(D} x IR, definiert mittels (156) durch

(157) Gilo,w) = {an,wy)
gletchmaiflig beschrinkt ast;

b) Fir fallendes b — 0, eristiert cine Konstante C > 0 so, dafl far
alle Vo > 0

(138) ”U — Ty “H'Jf(l‘) + |w - w;,[ < Ché_:{'gH”l_,(r) + |[j|}

Um hohere Konvergenzordnnng zu erhalten. vergrofiern (angumentieren)
wir den Ansatzraum Hy, mit der singulirien Funktion vy, Sei also

(159} Zy = Hy, thspan {vi,}

Bemerkungen:

1) span {1, } ist unablingig von der gewihlten Diskretisierung;

2) dim Zp, = dim Hy, +1=mN +1;

3) Zy, = {o =gy + el jog € Hy,c € R}.

Aus (153} ergibt sich die Approrimationseigenschaft:

Flr alle —% <t <r<sundo € ZYT), ex. o4 € Zp und ¢ > 0
(unabhingig von b und o ) so. dal

(160) o = oullziey < eth™ llollzrgry
Beweis: Set o € Z%(T}, d.h.

o=y + i
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mit oy € HY(T) und ¢ € R. Wegen (1583), ex. cin opp € Hy und cine
Koustante ¢, € IR, unablidngig von do und h so, daf:

oo — aonll gy S etk Haallarm
Wihlen wir ap := oo, + i, danu folgt

. r—1 o
o = aullzear = Nlow = aualliy +le = o < ek oolluray S
< el e llzray-
Wendland , Stephan nnd Hsiao haben in [17] die Stabilitdtscagenschaft in
dem augmentierten Rawm formuliert: o
a) Fir 0 <t <r <5, 0% cin M > 0 (unabhiingig von Ir) so. daf
(161) fonllzeay < M llollzeys ¥ o0 € Za

Beweis:

“Uh“Z'(I‘) = HUu.h”H'n‘) + jet < Mh'*r“ffu.h”nt(r) + || =
= A/Ih:—r(u(f(),h”H(([‘) + l(i) + (1 — J\’[]Jf_r|l’.| S J\Jh'_"“rr,v, nZl([‘).

b) Firt <r €5 <0odert < 0<r<sgilt

(162) fon

Z7(1) S A‘I_:’Ir—r_fuffhHza(l‘}, Yoo, & Z},._ Ve

Beweis: Sielie {17], Lemma 3.1. - . .
Euntsprechend des neucu Ansatzraumes, ist die zwcite Gelerkn Ap-
T . , o St I vin Paat (04 .wn) € Zn % IR
prozimation der Lésuug (o.w) € 2 (T » IR cin Paar {os, @ A I
welches
. 5 o o
((Tl‘(ahawi'-)-.'?‘ﬂ.:w}li‘.i'.‘-u = ((2¢. PN FENPY R

(163) fur alle (o}, w}) € Zi x R.

158t. Wenn wir den Operator Ty explizit anfsehreiben. damun folgt

wo () (G (@)

V(o' wh) e Zy x . . .
"5l ' nation der Basisfanktioneu
Sehreibt man (o, wn ) als Linearkombination der Basistunktionet

{,u],la--"“],Na FEPRY L7798 REERR) ulrl‘N; “‘)io; 1}
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(wobei g ; linear Hutfunktionen sind} mit unhekannten Koefizienten

{{vi;li = LN i=T m}epwn} also

mo N
(165) (o, wn) = (_Z Zgldlll._) + epthw.wh ), so erhalt man
=1 j=1
mo N
(VI‘(Z Z Vil + entliy ) + wh,o;!)q-
=1 ;=1
m N
+ (f\l‘(z Z Yojttig + entdig)wh) =
=1 y=1

= (2.(1'3(7;1) + ﬁw;ﬂ V ((J';ULU;,) f- Zh x R
Als Testkunktionen wihlt inan die Basiselemente vou Zg x R {(0, .- pik 1y -
0:0:010 = T, Nk = 1, (0,...,0; v4;0) und (0,...,0;0; 1) und erhalt das

Galerkin Gleichungssyystem in dim eugmentierten Reurn:
Finde ({7: ;| = 1,N,i = Lim},cn,wn) € RMNE? o, daft

m N
1

ZZ(— [/fo{ll-‘r—UIFL.',J‘(y)ukll(m)d‘gydsr)__yw+
T JrJr

i=1 =1

1
+ ('[r '[[ —loglr — Y10 o(y)pen (e )dsydsz) - et

+(/ prea{edsy)-wp = f 2g({x ) g {x)ds,,
r r

Y (k. D) e{t,..,m}x{L,..,N}
m N

ZZ("% jrj;loﬂlx - y|ﬂi,j(y)ﬂi.0(1)dsyds.r)"Yi,j-i-

=1 j=1

1
+ (]I‘</r‘—;[00|$ — ylﬂi,o(y)'ﬂ;o(m)dsydsx) cpt

+(/ Dip(2)dse) -wp = / 2g()violx)dss
" r
m N

>

pigle)dse )y + (f Yio(x)) ch +0-wp =f
i=1j=1 T r

Wegen der Singularitat von 9y, in z;, erhalten wir folgende Verhaltensaus-
sage:
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1
DR .
1) kme—o O "0 ) fir die Elntrage aipvnn 4 wnel g N

. 1) e
2) lime—.y Qs ™" ) il dp N1 m N+

Es gibt zwei Mogliclikeiten diese Matrixelemente ;\I;zust'hiit/,r‘u.. Die
erste ist die Auswahl des Cauchy - Hanptwertes des Integi als als Matiixele-
ment (siche saza [17]). Die zwelte i\[(“)gl'l('.lll\"("it Lesteh diin. (1_iv singulare
Funktion #;, anf dem Ansatzram des reguliren .'\nt,v.ll.‘:zu pProjezier f.-n.uncl
dann dic entsprechenden Iutegrale zu berechnen. Wir losen also znsatlich:

kalﬂwfzﬂgS%ﬁwmdeHhm,Mﬂ

(166} (Phrlll: \h} == (i(l- \h): V Nh & [1’.

Die Steifigkeitsmatrix JaBt sich cinfach berechnen ue A Dy, wird nur an
den oben genannten 3 Iutegralen anstelle von i, vingesetzt. '

Die Galerkin Matrix st im allgemeinen schilecht konditioniert; e
Konditionszah] wiichst mit der Netzverfeinerung. Wenn man die Kompo-
nenten o und w skaliert, werden die Losungseigensciaften niclit \"('1'2'1.11(&-1‘1*‘
Dagegen verindert cine Manipulation der diskr(z.t(.n Gleichungen (g,m 1g11f-rv
Multiplikation mit reclen Konstanten) die T\'m;(htmnhzalﬁ_ rlv.r \‘-[nf:'m. Eiue
colche Vorkonditionierung wurde vou Wendland und Chrstiansen [16]
studiert und eine optimale Wachstumnrate O 7‘;) wurde erhalfen.

Satz 4.5 Bs ezistiert cn hy > 0 sa. defi fir alle It € (0.:‘19)‘ das
Galerkin System eindeutiy loshar ist i Zy X IR fir h — 0 i.'fnwergacrt die
approzimative Losung (op,wi) € Zy x IR gegen die exokte Losung (o,w) €
Z—%(T) x R. Fir -2 <1 < r < 1 folyt, unter dor Varaussclzuing

g e }Irrrrl.c{l,r‘+l}[r)
die Ezistenz ciner Konstante C > 0 so, dafl

(167) o — onllziay + lw —wal < Chm ™ gl e (T) 1511

Die Konstante C ist unabhigig von (a,w), (Th wr) vor den Daten (a,7)
und von h. Firt <0 gilt (167) mat e = 0; ansonsten gilt (167) far < > 0
beliebig.
Beweis: siehe (10}, Th, 5.3. ‘ ,
Selen (tht) = (agﬂ,‘ + c:;'|~,_ﬁ,w;‘;) € Z, » IR,k = 1,2 die approxima-
tive Losungen der Systemne (S1) nud (52). Dann st

p 2
(168) (O'h,u)h) = (ﬁoé,h + Ug_h 3 (ﬁ()}, 4 cﬁ)u.n,ﬁw}‘ + wh)
approximative Losung des urspriinglichen Problems. Diese Losung ist

regulir genau dann wenn ,
ﬁc}l + Cp = 0.
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Aus der Konvergenz der Galerkin Losnng und mit ¢! # 0 folgt die Existenz
vines 0 < iy < hy so. dall

b £0, YO<h< .
Wi wiabilen also

o2
(169) fo= -t

¢y
als den einzigen Wert fiiy 4, fitr den sich eine reguliire (also beschrinkte)
Losung in der Nihe von zi, crgibt. Wie diskutiort. modellieren —f und o
die Zirkulation hzw. die normale Ableitung von ¥g [ Pg = chie Stromfunk-
rion der Stérstromung). Damit folgt die Regularitit von ':\,ﬁ, wobei ¥ die
Stromfunktion des gemcinsanen Geschwindigheitsteldes 7 1st. Wegen der
Identitit

v

(170} 5;-(:) =uv,(z}, Vz2€eU(zip)

folpt daBliir die herechnete Zivkulation - 4. die tangenticlle Geschwindigkeit
an der Hinterkante endllich bleibt, d.i die Kntta - Joukowskische Bedin-
gung crfallt 1st.

LITERATUR

. Babuska, b, Aziz AK. - Survey lectires on the mathematical foundation of
the finite element method, The Mathematical Foundation of the Finite Element
Meathod with Applications to Partial Differential Equations {ed. A K.Aziz), New
York, Academic Press, 1972, 3 - 359

2. Berger, H, Warnecke G, Wendlaun o, W, - Analysis of o FEM/BEM
Coupling method for transonic flow comipttations, 1993,

3. Berger,H, Warneccke, G, Wendland W.L - Finite eleinents for
transoiric potential Aows, Nuner. Maoth, Part. DIfl. Fans. G, 1990, 17 - 42,

4. Costabel, M, Stephan, E - Boundary integral equations for mixed boundary
value probleins in polygonal domains and Gulerkin approximation, Math. Models
and Methods in Mechanics, Banacli Center Publications Warshau, 15, 1985, 175 -
251.

5. D jaoua, M. - A method of calculation of lifting flows around tweo - dimensional
corner - shaped bodies, Mathenatics of Comp. 36, vol. 154, 1981,

6. G aier, D, — Integralgleichungen erster Art und konforme Abbildung, Math. Z. 147,
1976, 113 - 129,

7. Grisvard, P. - Elliptic Problems in Nonsmooth Domains, Monographs and Stucies
in Mathematics, 24 Pitman, 1985,



212 CRISTIAN COCLICI und WOLFGA NG Wos i i

8 Hsiao GC, Kopm PLoWendlan d, W.lL.. - A Gialerkin Collocatran method
for some integral equiations of (he first kind, Computing 25, 1980, By - L)

9. Hsiao GC.Kepp P Wendland WL - Sonie applications of & Calerkin
Collocation method for boundary integral equations of thi first kind, Math. Meth
in the Appl. Sci. 6, 1981, 230 - 325,

10 Hsiao, GC,Step hamE, Wendland, W 1. - On the Dirichlet problem

in elasticity for a domain exterior Lo an arc, 1. of Comp. and Appl. Mah EEN

1991, 1 - 19,

11. Hsiao, G.C., Wen dilaud Wh=a finte element method for an integral
equation of the first kind, J. Math, Anal. Appl. OB, 1977, 110 151,

12. Le Roux, M.N. — Méthode Jéléments hinis pour la resolution trmérigqine e
problémes extérienrs en dimension 2, R.ALRO, L1, 1977, 2T - G0

13. Nedelec, J.C. Planchard b Une methode variationetle Jelenients finis
pour la resolution numerique d un probleme extericur dans MY RALRO. RS,
1973, 105 - 129.

14. Ruotsalainen, 1. - On the boundary element method wish mesh refinement
on curves with corners, Journal of Computaticnal and Applied Mathematies.

15 Stephan, i, Wen diand W.L - An augmented Gialerkm procedure for the
boundary integral method applied in two - dimensional screen and erack probileins,
Appl. Anal. 18, 1984, 183 - 219

16. Wendland, WL, C hristiansen S —Onthe condition number of the
influence matrix belonging to soine first kind integral equations with logarithinic
kernel, Appl. Anal. 21, 1986, 175 - 183,

17. Wendland, WL, Step han, E,Hsiao GC. - On the integral equation
method for the plane mixed boundary value problem of the Laplacian, Math.
Meth. in Appl. Sci. 1, 1979, 265 - 321,

18. Zierep,J. Theoretische Gasdynamik, Gi. Braun Karlsruhe, 1976,

Received:5.04.1994
Department of Mathematics

nALLCuza” University
6600 - lasi
ROMANIA

Mathematisches Institut
Angewandte Matematik
Univ. Stuttgart
Lehrstuhl, 6
GERMANY

ANALLLE STIHNTIFICE ALE UNIVERSI] :"[l] TALLLCUZAT FEASI
Tomul XL, =.l.a, Matomatica, 1904, [.2,

BOOK REVIEWS RECENZII

ol YUBII NESTEROV, ARKADII NEMIROVSKIL - Interior - Point
! 0 'ynomm.l Al_(jUT.'IﬂL’m..‘i wn. Conuvex Programmang, SIAM Studies in Applied
1 [H.t'lt(:lllilfl.t'.‘-i : Vol. 13, Society for Industrial and Applicd Mathematics
Philadelphia, 1993, 405 p., ISBN 0 - $9871 - 319 - 6, § 68.50.

. _ S!'("lllll-(fiil Lil este prezentarea unei teorii generale a metodelor de punct
1l1t.(~.rn.ul~ i timp polinomial pentru programarea convexi. Monografia da
pusx]nll-%ntun prezentarii unitare a tuturor metodelor cunoscute din aceasti
rnh':qc‘)rw, prnandu-se aceentul pe teoria complexitatii lor. G(-xlel'ztlit;te;
t(.'or]v] propuse permite extinderea metodelor cunosente de punct interior
51 (1(‘?,\'()%(’.?!1‘(?2[ unor metode noi aplicabile la o mare varietate de prob-
leme n.v!nn:u'v convexe de optimizare: programarea pittraticd ;'u rtwfIric i
patratice, programarca geometricid, aproximarca in sensul 1;01‘1;1(& (.llil'l LLH
rv?,(-:l\'a.rva unor probleme de design structurat. O clasd de probleme (i”
1 111tc-rv..<4-spv.<:inl acoperite de aceastit schema generald sunt cele cu 1naf
rru-;: p{mt}v .*k'(:lnidcﬁnih) ea variabile, care an o serie de apli(:a.tii in teoria
.i:l);‘:)::l;;lil:;i.nl)“u”ll’ i optimizarea combinatoriald, I teoria grafurilor g

) Lm'rm'(.:u este adresati eclor interesatl in probleme de optimizare, in-
el t.f.-ut)l-lel. algoritmii de rezolvare g1 diferitele aplicagn. Cartl*'x ’es'te
Ht’._l\l.(‘t-lll"rll:.il pe 8 capitole. 2 apendixurt, o bogata bibliografie, con ‘ t'. |
bibliografice ample s un index. L : o
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i cafin e fath o itu d
. .{()Ii()gla‘hd de fatd constituie un studin detaliat g1 aprofundat al
O PR g, " » . - = 4
t t_,‘l.mlu or g1 rezultatelor legate de misurile de necompactitate gi opera
orll de v [Ty p—. - o) )
1 de condensare. Operatorii de condensare transforma mwulgimi cu un



