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SUR LE THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINIS

PAR
Gh.BANTAS

Lin géneral, un théoréme de type Lagrange pour une fonciton f: X —
Yoetdeux points o, b € X exprime une évaluation de la différence f{6)— fla)
ou bien de la norme || f(b) — f(a)|l & Paide d’une expression dont la structure
dépend du but poursuivi. Pour les fonctions & valeurs réelles cette estiination
s’exprime par une égalité, tendis que pour celles & valeurs vectorielles, par
une relation d’inegalité pour || f(b)— f(a)]] et d’appartenence pour f(b)— f(a)
(11 [31. [6] = [91). Mais des exemples simples ont, montré que dans lc cas des
fonctions a values vectorielles on ne peut pas avoir, en général, des formules
avec e signe “=“comine dans la formule classique de Lagrange ot le point
ntermédiaire ¢ dépend sculement de la fonction f. Une modalité d’obtenir la
formule de type Lagrange avec le signe d’égalité, pour les fonctions & valeurs
vectorielles ou le point ¢ dépend seulement de "application f consiste 4
renoncer que ce point appartienne & Pinterval [a,6]. Mais dans ce cas le
probléme a un caractére locale dans le sens que la formule de Lagrange
fonctionne dans un voisinage suffisamment. petit du point « dan lequel se
trovve autant le point & que ke point intermédiaire c. Ainsi, pour la fonction
flz) = ¢ avecz € Cet o =0, la formule de Lagrange fonctionne seulement,
sur le disque S{0,r) avec r < 2%, Sur e disque S(0,7') avec ' > 2x
elle ne functionne plus car pour b = 271 € 5(0,7") on ne peut pas avoir
f2mi) — F(0) = e“2ri. quelque soit ¢ € 5(0,7").  Une formule de type
Lagrange dans le sens mentionné implique donc une liaison plus étroite entre
la fonction et la structure des espaces X et ¥ que dans le cas de estimation
deta norme [|f(by ~ f(a)]]. Un premier pas dans cette direction a été fait par
D.Pompein [10]. Dans cet ouvrage nous présentons un résultat et quelques
conséquences refativement a ce sujet.

Définition.  Un interval [a, b C X, ot X est un espace vectorie! sur
R. sappelle de divection h € X s' exists un nowmbre réel A > 0 tel que
h—a=Ah.
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Théoréme. Soient X,Y des espaces de Banach, h € X un élément
non nul fixé. D © X un ensemble ouvert et [ : D — Y diflérentiable dans
la direction h. Supposons que df(-}(h) est continue sur I et que df(D)(h)
est ouvert. Alors pour chaque a € D il y a un voisinage V C D de a ayant
la propriété que pour chaque interval [¢,6] C V de direction h il existe un

point ¢ € V tel que
F(b) = fla) = df() (b - a).

Démonstration. Soient a € 12 un point fixé, dp{z} = df(x}{h) et
a = dy{a). Du fait que dy, (1)) est ouvert il résulte que a est point intéricur
de cet ensemble. Soit. S = S(a,r) C d,, (1) une boule ouvert, & centre @ et
de rayon r > 0. De la continuité de dy il s’en suit que V= dp(S) est un
voisinage ouvert de a. Nous oblenons

{1) Ve eV dp{z) €S.

Goit b € V un point fixé tel que [a.b] C V ait la direction k. Soit
A= 0 tel que b — a = Ah . Pour prouver affirmation du théoréme il suffit
de montrer que = f(b} — f(a} € AS, Cest-a-dire que, ||[f2 ~ Aal| < Ar. Si
I'on suppose le contraire nous avons

(2) IE - Aall > Ar

Soit sp le milieu de [a, b]. Alors £ = 1{2(f(b)~ f(s0)}+2(f{s0) = f(e))].

Diici et de (2) Pon déduit gu’au moins une des expressions,
L) ~ f(se)) et 2(f(se) — f(a)}} sc trouve a P'extérieur de la boule AS.
Soient, 5, = 2[f{b)) — f(a;)] Pexpression ayant cette propriété et [ay, bi]
Pintervale correspondant. Donc nous avons

l
(3) by = arll = 116 = all. |1y = Xall > Ar
Avee Ey nous procédons de la méme manicre que nous avons procedé avec
k2. Soit s, ie milicu de [ay, 4], Alors

Al 1 G Y
Ey=5 [2(f(b1) = f(s1)) + 2°(f (1) = [(ar))]
D’ici et de (3) I'on déduit qu’an moins une des expressions 2(f (b)) —
f(s1) el 2%(f(s;) — fla1}} se trouve & I'extérieur de la boule AS.
Soient Fa = 22[f(b2) — f(az)})] 'expression ayant cette propriété et [as, b
Pintervale correspondant. Nous obtenons

i
(43 ithe — asll = ._\llb - ”-“- \[Fry — ALL” > Ar
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Si 'on continue ce procés, on obtient une suite (£,) d'expressions

e o — 3y 1 5
(5) k,=2 {f(bn) - flan)], llbn - anfl = 2_n,|b —al|, |{F, - Aafl > Ar
1Y apres le I;h(".()["f:!lllc de Cantor, la suite décroissante de segments
{[an. b4]) a un seul point commun. Soit s ce point. F:)Videmment., s € fa,b],
a, = s el b, — s pour n — 0o. Nous démontrons que

{6) lim B, = df (s)(b ~ @)

=00

Di-lflS ce but considérons la fonction o(t) = f(a 4 t{b — a)) avec ¢ ¢
[f), 1]._50|'t. ‘r,.ryn,[j,. € [0, 1] les points correspondant & s. ay,, b, € {a, b] par
Fapplication inverse de ! «3 a + t(h — a). Nous avons -

L o2n . .
B —0n=2""" lim By = lim a, =71 et a, <7 <4,

=00 =

Alors, pour a, # 7 et 8, # 7 nous avons :

En = 2"/ (b} = f(an)] = 2n) = 2(tn) _

Bn_a’n -

= P) —e(r) Buo7 () —wlon) 7o
e Bn — ey T =y ‘ By ~aon

ici il résulte que /7, se trouve entre #{8d=2(7) et elr)—elon)
) i Nl — o
qui. par hypothése, convergent & /(1) = df(s)(b — a). Donc, T

im E. =df (s)(b~ a).

o Pour a, = 1 (respectivement” 4, = 1) laffirmation (6) résulte
aisément de la définition de la dérivabilité de Papplication @. !
‘I)c Ifa, rt;lat.ion (6) et de ||F, — Ad|| = Ar il s’en suit que df(s)(b—a) €
):S..(' esl.ta—dnre df (s)(AH) ¢ XS, ou bien df(s)(h) & S ce quiacontrediL
Ira‘ffmnatfon (1). Donc il serait absurde de suppose que f(by — fla) & AS
Piir consequent, f(b) — f(a) € AS. IYic et du fait que d sy =v ]’E)r{
déduit qu'il existe un ¢ € V tel quel

f(b) = fla) = Adf(c)(h) = df(c)(Ah) = df(c){b—a).

Remarques.

1} La conclusion du théoréme précedént peut étre enoncé ainsi: Pour
chaaue point. w € D il v 5 in vaikinasa ¥ @ 11 Ao monernnt bn amneaiZe
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que pour chaque interval {a.b] C V de direction kil existe un point
¢ eV tel que () — f{a) =df(c)(b - aj.

2} Sidans ce théoreme [ est différentiable en chaque direction helX ai‘ors
le voisinage V dépend tant du point choisi @ € D que de la direction
choisie h € X. Dans le cas particulier des functions f: D C R - Ret
[:D C € - C.levoisinage V est indépendent du choix de ta direction
b ce qui est di A la structure de corps des espaces Ret C.

Conséquence 1. Si f:D C R™ — R™ est différentiable dans la
direction h et df{-}(h) est local injective et continue dans le domaine D,
alors la conclusion du théorée est vraic.

Démenstration. Laftirmation se base sur e théoréme précedent ot
sur le théoréme de Brouwer de Vinvariance du domaine. =

on ce qui suit nous présentons d’antres conséquences de ce théoréme
ot la condition que df (D)(h) soit buvert est remplacée par des conditions
exprimées en terins d’holomorphic et de différentiabilité Fréchel et (Gateaux.

Conséquence 2. Si [: D C C — C est holomorphe dans le domaine
1. alors pour chaque a € D il y a un voisinage V. C D de a ayant la
propriété que pour chaque interval [a, b] C V' il existe un poriit = € V tel que

f(b) — f(a) = df(c)(b — a).

Démonstration. Si [ est canstant dans 12, alors f est affine dans D
et Vaflirmation du théoréme est vérifiée. Supposops que f' ne pas constante
dans £2. Du fait que f est holomorple dans [ il résulte qu’anssi ! oest
holomorphe dans 2. Done [ est holomorple et uon constant dans 0. Donc
J' est ouvert dans D, Dici. du theordme précedeni et da fait que Pespace
C est un corp il résulte que pour chague a € D) il y a un voisinage V' de a
indépendent de ia direction b ayant la propriéte du théereme, a

Remarque. Le résultat de cette conscquence appartient a 1.Pompetu
(0]

Conséquence 3. Si f: D C C" — ™ avee n > st holomorphe
ot &f () (R} est non dégénérée dans le domaine 13, alors fa conclusion du
théoréme o8t vraie,

Conséquence 4. Si f: 0 C C" = €™ est holomorphe dans le
domaine I7 et chaque o € D est un point isole de Pensemble

(A (-} (R) ™ (df () th)).

o

SUR LE THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINIS 369

Démonstration. L’affirmation se base sur la théoréme précédent
et sur le résubtat snivant @ Si f: D C €" — C™ est holomorphe dans le
domaine 1) et chaque point @ € D est un point isolé de I'ensemble f~!(f(a))
alors f(12) est ouvert. dans C™ ([5], chap.IV, §5, conséquence 1 du théoréme
1), =m

Conséquence 5. Soit f: X = Y une application différentiable dans
la direction h € X, oi X,V sont des espaces de Banach et D est ouvert
en X. Siodf()(B) est de classe O dans D et sa différentielle Frechet,
of{df (-)(h)(a) est un surjection pour chague a € D alors la conclusion du
théoréme précédent se menticnt.

Démonstration. L affirmation se base sur le théoréme précédent, et
sar un résultat bien connu de Graves [4] qui établit des condition suffisantes
pour gquune application soit vuverie. =

Conséquence 6. Soicat X, Y des espaces de Banach et [: X 2 Y
utic application différentiable dans la divection h. Supposons que df{-)(h)
est continue et différentiable Giteaux dans un ouvert 1) C X et que, pour
chagque a € Dil var > 0etr >0 tel que pour tout = € 1) avec ||s—al| < '
on ait & f{x}(hy(S(0,1)) D 5(0,7). Alors. fa conclusion du théoréme reste
valable. i

Démonustration. i.’aflirmation se base sur lz théorene précédent et,
sur ie théoréme suivant de Cramer et Ray ([2], p.44) : Solent X,Y des
espaces de Banach, f: X -V un opérateur différentiable Gateaux ayant le
graphe fermé et D C X un ensamble ouvert. Suppesons que pour chaque
a € Dityaunr>0etr’ >0tels que,si fe—al] < v’ alors df(2)05(0,1)) o
S(0.r). Dans ce cas f() est un ensembic ouvert, dans V. =

Conséruence 7. Soient X,V des espaces de Banach, /1 X = Y
une application differentiable dans la direction b et df(-)(%t) continue dans X.
Supposon que (df (-Y(h}) " (A" est borude pour chaque ensamble relativinent
cotipact K et que pour teut r > 0 i existe v’ 2 0 tel gue pour claque z € X
avec {[r]] < v on ait d? f{e)(n)(SW0 1)) 2 S(G,r:). Alors pour chaque a € X
a lieu la conclusion de théoréme.

Démonstration. Cette conséquence découte de notre thénréme et du
théoreme suivant de Cramer et Ray ([2], p.45} : Soient X,V des espaces de
Banach et /1 X — Y un opérateur différentiable Gateaux ayant le graphe
fermé. Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites @ 1) f71(A)
eal barné <8 R est comnacts 2 Panr tand » > 00l v oa un »f S G iel one =
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l|z]l < r alors df(x)(5(0.1)) 2 S(0,1). Dans ce cas, f est une application
ouverte de X sur Y. a

I.’auteur desire mentionner les discussions utiles qu’il a eu avee
C.Ursescu.
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BARRELLEDNESS OF CLASS ¥, OF THE SPACE [°(X, A)
AND MEASURE THEORY

BY
J.R.FERRER, L.M.SANCHEZ RUIZ

1. Introduction and background. Let us recall that a Hausdorff
locally convex space £ is Baire-like [5] if given an increasing sequence of
closed absolutely convex subsets of /7 covering | there is one of them that
is a neighbourhood of the origin; and 7 is suprabarrelled [6) if given an
increasing sequence of subspaces of IS covering 7, there is one of them which
is dense and barrelled. Following ideas of [4], we will call barrelled of class 1
to the suprabarretled spaces and, for cach n > 2, we will say that the space
£ is barrelled of class n if given an increasing sequence of subspaces of E
covering I7; there is one of them which is barrelled of class n ~ 1, this also
being true for n = 1 i we consider Baire- like spaces as barrelied spaces of
class 0. If £ is barrelled of class n for every n € N, then E is said tu be
barrelled of class Ny [2].

On the other hand, following V a ld i via [7], let us denote by
07 (X, A) the real or complex space generated by the characteristic functions
e(A} defined on the elements of a ¢ algebra A on a set X, and endowed
with the norm ||z = sup{z(j): 7 € X }. In that paper, using duality theory
argutnents and sliding hump methods, Valdivia proved that {§°(X, A) is
suprabarrelled and used that fact to obtain some measure theory results.
Rodriguez Salinas[4]stated that I§2(X, A) was even barrelled of
class 2. indeed, this space is barrelled of class Wy, [1], and hence you may
reinforce the measure results obtained by Valdivia. In [3] we gave a proof
of the suprabarrelledness of /5% (X, A) using measure theory techniques: the
aim of this paper is to show that these techniques are also valid in order to
prove that [57(X, A) is barrelled of class ¥y. Throughout all the paper A
will stand for a a-algebra on a set X,

We finish recalling that given s € N, a subset P C N* is said to be
of class s [1], if there are infinitely many n, € N such that there are some



