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DUALISATION DU CISAILLEMENT TRANSVERSE
DANS LE MODELE DE NAGHDI
POUR LA FLEXION DES COQUES MINCES

PAR

GABRIELA TARDEA®

Abstract. The Nagdhi’s bidimensional model for thin shells is con-
sidered. We build a mixed formulation which dualizes the transverse shear
only, the bending moment and the menibrane stress being searched in
[L? (w)]: For the continuous and discrete problem we prove existence and
uniqueness of the solution. A result of error approximation is established.

Résumé. On prend en considération le modeéle bidimensionnel de
Naghdi pour les coques minces en flexion. On construit une formulation
mixte, duale en cisaillement et primale en I’effort membranaire et le moment.
de flexion. Pour cette formulation, on démontre I'existence et }'unicité de la
solution continue et discréte. Des majorations d’erreur sont établies.

1. Le probléme continu. Dans ce qui suit, les lettres grecques (sauf
g) prennent leurs valeurs dans I'ensemble d’indices et exposants {1,2} et
celles latines les prennent dans I’ensemble {1,2,3}. On utilise la convention
de sommation des indices et exposants répétés.

On considére une coque élastique, constituée d’un matériau homogene
et isotrope et encastrée sur tout son bord latéral. Pour les notations ainsi
que la description de la géométrie de la coque on se reporte & [2].

Etant donnés un champ v de vecteurs tangents & S, la surface moyennt

de la coque, ainsi qu'un champ de tenseurs T' tangents & S on utilise les

* Ce papier représente la version écrite de V'exposé presenté aux journées de 1'Uni-
versité “AlLl.Cuza”, qui a eu leuy a lasgi, le 27 Octobre 1995
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notations suivantes:

div v=v%; Div v=10%|4;

A A
(divT) =T, (DiUT) =T |
—~ l ~

eap(V) = 5{Vap + vs0),

ou | désigne la dénivation covariante par rapport a la métrique aqg [2].
Ces quantités sont liées par les deux formules:

. 1 _ , 1 :
Divv= —= div (\/'(I v) i DivT= — (\/EI “%3 o ?
T \/a o~ s \/E
ou 7" désigne le produit scalaire.
En vue de ["obtention de la formulation mixte a laquelle on s’intéresse,

on part du modéle de Naghdi écrit en formulation primale [2]. Ce probléeme
s'écrit sous la forme suivante:

(1) { trouver X = (£,5) € V tel que
v{n,r) € Via({g, s). (0, 7)) = b, 1),

avec 'espace V = [I—L}(w)]5 , la forme bilinéaire a(.,.) définie par:
a((&,8),(n, 7)) =

3
o o ~ £
=f {Ea Pe 7pa(§)7aﬁ(n)+

0 a6 I (7) | VE dot

+[ 03193,},&3(6, 7.@3 mr \/— d(.d

la forme linéaire b(-) étant donnée par:

b((n,1)) = / pi/a du,

ol, si A et u désignent les constantes de Lamé du matériau:
( 4hu

A4 2u
aa3ﬁ3 — Spa“ﬂ,

a*Pre = a®*af 4 2u (a®%a® + a®°a”?)

1
4 Yas(7) = 2 (Malg + M81a) — bapns,

1 1 .
Xaﬁ N T') (ralﬁ + r.ﬂla) - 51)2 (nplﬁ - bpn@"ki) - Ebﬁ (Tlo|a - baanii) 1

7&3(”- f') = T (anm + b’p\.nn + rn) .

3 DUALISATION DU CISAILLEMENT TRANSVERSE 403

On introduit, a l'aide des relations suivantes, les trois quantités:

n = n®P(X) = £\/a a®P?7y,,(X).
3
2) o = mo(X) = 53 Va a7y, (X),
tcr3 - ta.‘j(x) —¢ cr.iﬁ3 ,63()()

Remarque 1. Ces trois quantités, & \/a pres, sont respectivement
effort membranaire, le moment de flexion et le cisaillement transverse.

Remarque 2. L’introduction de l'exposant trois dans la dernitre
relation de (2) permet de garder par la suite une écriture homogene.

Les équations d’équilibre sont:

(7T + (0O T),5 0+ L00 = Va
1
(3) —5iv { =nbeg + mFogs = p* o,
-1 1
—(m*Pa}).q a:{ + ;Zf’\a =0.

La surface moyenne de la coque étant supposér donéee a 'aide d’une

carte © € CH(@; R?). les relations (3) sont vérifiées au sens presque partout
dans w,

On note:

(t n nL) X = {f Q)’f - (‘Sh (éa)ﬂzl,'Z); § = (*"ﬁ)n:—.[,?;
R=(R.R.R) Y=k n=(m(Mataz12): 7= (ra)acin-

~1 =2 =3

Do introduit les espaces:

W= Wy Wy x ¥ = Hidinw) x [L2w)]* x [L2w)]?,
M = L*{w) x [”c} (w) ] [Ho( J]

On considére les fTormes bilindaires AT Vot 71 Y ot Ja farmn VHedaina
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F(.) définies par:

dw+

5=

1 1 1
A(T, R):/ gtasgaggngs—ﬁdw-i-/ En"’ﬁgagpaRgo
3 s , 1
+/w;§-m ﬁgaﬁpaﬁg % dw,
B(R,Y) = ;[dwR M dw — Q/R"’?’bg pdw——j/R‘f:’ra dw—
fRz Yap(Y) dw — /R Xop(Y) dw
FY)= fpn,x/_dw
olt:
14+v 1+v 2v

Ga3g3 = _Eaaﬂ; Gapps = TE," [aapaﬁa + Qpettgy, — mﬂaﬁ%a] -

La formulation mixte est la suivante:

trouver T € W, X € M tels que:
YRe W A(T.R) + B(R,X)=10
VY e M,B(T,Y)=-F({Y)

(4)

Théoréme 1. Le probléme (4) admel une solution ef une 3611{6 (T, X).
De plus, ce X est la solution du probléme primal (1) et la paire (X, T = (i

,7,m)) est solution du probléme (4}, t,n et m étant construils & partir de
X & Uaide des relations (2).

Démonstration. On applique la théorie de Babuska-Brezzi (veir
[7],[4]). Pour cela on établi d’abord I'ellipticité de A(.,.) sur Aer B, oi:

B:W o M est défini par :
VRe W VY e M, <BR,Y >+ = B(R,Y).

Celle-ci résulte en remarquant que:
KerBCK ={ReW; B(R,Y)=0,VY € L*(v) x {6,0} x {0,0}},
et en utilisant la relation:

(5) 3C >0, VR € W, A(R,R) —||R|10w
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La condition classique de compatibilité entre les espaces M et W est
obtenue en construisant pour tout Y € M un élément RY &€ W tel que:

BRY.Y) 2 ClIY|3 et IRY|lw < ClYIfar.

On utilise pour cela le probléeme auxiliaire:
(6) { Irowver ¢y € [H[} (:.u)]5 tel que :
15 . :
= (v3, (1ha), (wa)) € [HG(w)]" . Ar(py, ¥) = By(¥),

aveo:
Yiley, ¥) = /{a Ya3 {0y )703(%) + 2“7 1o 5(0y )70 (1)} adw+
+[aaﬁpa)(nl3(9°?’)\pcr( )\/‘Td‘“a
By (¢) = — [ (M35 + €7 (1) enp(Ba) + €B(ra)eap(we) } dw.

2. Le probléme discret. En supposant I'ouvert w convexe et poly-
gonal, soient £ > 0 un entier et 7, une triangulation réguliere de & au sens
de Ciarlet [5. On note par Dyy Pespace d’équilibre d’ordre & + 1
introduit par Raviart e¢ Thomas [7], et par P, 'espace des

polyndmes de degré au plus égal 3 k. On considére ensuite les espaces de
dimension finie:

Wy =Wy x Wiy x Wiy C W,
My = Mpy x My x My, CM,
Wi = {R eW, VT eT,, R |7€ Diyy }:

Wie = {R € Wa; YT € T, R |T€ [Pk] },

Mhl _{nhen/flu VI eﬂ! TH‘I |T€ Pk}

Mps = {Rhe Mz, YTI'€ Ty, R |1€ [Pk-+l]2
~ ~h

Le probléeme discret s’écrit sous la forme sujvante:

(7) VRh € Wao A(Th, Ri) + B(Rn, X4) = 0

{tramrer Ty € Wi, Xy € My tels que :
VY. € Mu. BIT.. Vi) = —F(v
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Théoréme 2. Sous |’hypothése que le probléme auziliaire est régulier
et pour h assez petit le probléme (7) admet une solution et une seule (T}, Xhn).

Démonstration.  Llellipticité de A(.,.) sur KerB, est établie en
utilisant le résultat en continu et 'inclusion de Ker B, dans A, 'analogue
discret de KA.

La condition de Babuska-Brezzi en discret est obtenue pour h assez
petit en supposant qu'on a @y € [Hol(w)]5 N [W""l'q(w)]5, 0 <s <1,
q>2, (s+ l)g > 2 et en utilisant ’égalité évidente:

(8) B(R:,Yy) = B(R, — R, Ys) + B(R, YY),
avec:
VY, € M,, R=RY,=(R.,R.,R)eW,
~1 N7 =3
R =5:+1R, R =P+.R, R =P:R. R.=(R R R )

~hl ~1  Rh2 M2 A3 =3 ~hl Th2 Th3

L'usage des propriétés de l'interpolé équilibre £y dans H(div;w) N
N[W*9w))® [1] ainsi que celles de la projection Py [5] et (8] permet de
conclure.

Remarque 3. La régularité C3 de la carte ¢ est utilisée en vue de
i"application du Lemme 5.5de Neéas [6]. Celui-ci permet, en multipliant
une fonction W*¢ par une fonction C%?, d’obtenir une fonction W*7 (s non
entier).

3. Majoration d’erreur. On dénote par A la constante de continuité
de A(.,.), par « la constante d’ellipticité de A(.,.) sur KerB,, par B la
constante de continuité de B{., ) et par § la constante de 'inf-sup en discret.
On pose:

Al A B 1
Cile,p) = (B + 1) Maz (1 + EZ) ; Cale, ) = Mar (3 3 1+ 7 ~B~) -
On utilise ensuite les résultats de majoration d’erreur pour les prob-
lémes mixtes établis dans [T7].
L’utilisation de normes naturelles donne le résultat suivant:

{9) e ||T — Tallw + €} X — Xxlim <
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.

‘Remarque 4. En utilisant un changement d’échelle de |a forme
P=¢" f on trouve une erreur en ¢7° pour T et en e =~ i =1 . 3 pour X.

cel i e oy
<0{ i, 1T~ Bl + iaf, 1% %

Mais le probléme se préte trés bien a Putilisation des normes dépen-
dant de 'épaisseur. Ainsi, on considére la norme suivante dans W:

3 1 1
2 — 2
IRle = S0 R Wia + SN R 1+ 51 B 1B

1
Ensuite, si on choisit la norme dans M égale 4 £2||Y{|as, on obtient:

(10) ellt —t Mwi+eln=n llws+llm=m lw, +eX ~ Xallw <

Remarque 5. Un changement d’échelle de la forme P= £* f donne

-1 - —(3—-a!
une erreur en £71, 71 1,67(3-2) Par contre, quand P= ¢® f, I'erreur est

Remarque 6. Les résultats restent vrais si on utilise, au lieu de
Diyy, un des espaces: BDMy, BDF M4y, BDMgyyy, BDF M|y (voir
f4] pour les notations), les deux derniers étant utilisés dans le cas d’une
triangulation formée par des quadrilatéres.

Remarque 7. Le théoreme du mouvement rigide reste vrai si
¢ € WH(w; R3) car il suffit d’utiliser le résultat de [3] en employant les
téchniques de [2].

Remarque 8. La sugposition que la solution du probléeme auxiliaire
(6) appartient & [Wl'q(w)] , @ > 2, permet d’utiliser un résultat di & C

iarlet ([5], pag. 192). On peut alors travailler avec une carte ¢ €
W2 (w; B?).
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THE RELAXATION SCHEMES FOR THE TWO
DIMENSIONAL ANISOTROPIC ELLIPTIC PARTIAL
DIFFERENTIAL EQUATION
USSING MULTIGRID METHOD

BY

HASSAN NASR A., M.OSAMA EL GIAR, FATEMA HASSAN M.

‘ 1. Introduction. The case of a linear elliptic boundary value prob-
lem is ‘(‘(}nfald(‘t'(-‘(l. 'he discreiization of such problem on a uniform grid of
Titesh size h yields a lincar N x N system of equations denoted by

(1) Lu=f on (V)

with Dirichlet boundary corditions
(2) =g on (I52)

£ denote 20 reciangular domain and 1 is a 2nd order differential op-
erator with variable coefficienis. The variable coeflicients of the deflerential
equation are allowed to have arbitrary anisotropies, e.g. to differ consider-
;_al?l‘v from cach other in various parts of Q (see 1], (2], [3}, [10). [11], [12],
[13] and [14)). '
_ The multigrid algorithin is characlerized by its components: correc-
tion scheme, muliigrid iterations or Full Multigrid, standard coarsening,
difference operators L on cowrse grid . are buitt in tne same o ay a= / h
on % linew interpolation (for the coarse-to fine transfer of corrections)
full \\ug} ting (for the fine- to coarse restriction of residuals ) and relaxation
scheme for error smoothing. o
. The geal of any multigrid method is to exploit smoothness by the use
of coarser grids. Since the error becomes smooth by relaxation, coarse -¢r.d
vorrections make sense only in terms of the error, see [4] {1] and (']
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