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Introduction. Le but de cet article est de présenter la conjecture sur
les constantes locales ("root numbers”, appellées aussi facteurs € dans cet
article) associées & une représentation virtuelle du groupe de Weil d’un corps
local, énoncée par P.Deligne et G.Henniart dans [De-He|, de la formuler
d’une maniére (un peu) plus abordable et de démontrer quelques cas de
celle-ci, non traités jusqu’a presént.

Soit K un corps local, 1) un caractere additif non trivial de K et n et x
deux caracteres de K* avec a(n) < a(x). Dans [De-He] on trouve la formule
suivante pour la constante locale e((n — 1)x, ¢):

e((n—1)x,¥) =nla™") - (xn)~ (L +b/a) - (b),

ou a,b € K sont tels que x(1 + z) = ¢¥(bz) si vk (z) > a(x)/2;n(1 +x) =
P(bx) si vk (z) > a(n)/2. Alaide de cette formule on trouve une expression
pour ¢ (x [I;c;(1 —ni)), pour toute famille (n;); de caracteres de K*, avec
a(n;) < a(x). Cette expresion permet de déduire que

e (XIT_, 0 =m) =1si Y (@) — a(m)) > ax).

En tenant compte que les 1—n); correspondent, via ’application de réciprocité
de la théorie locale du corps de classes, a des représentations virtuelles de
dimension 0 d’'un groupe Galois G d’une extension abélienne de K, on se
demande si la formule ci-dessus vaut encore si 'on remplace 1 — n; par des
représentations virtuelles W; des groupes de Galois GG;. On doit bien str
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imposer des conditions sur la ramification des groupes G; et sur les W;
eux-mémes (plus précisément, sur le cran de la y-filtration du A-anneau des
représentations virtuelles de G; qui contient W;). Pour ’énoncé exact, voir
le 3.

Soit G un groupe fini (le groupe de Galois d’une extension finie de
corps locaux), R le A\-anneau des représentations virtuelles de G et R, le
n-iéme cran de la ~-filtration de R. La principale difficulté recontrée dans
la tentative de démonstration de cette conjecture est I’absence d’un résultat
sur la forme des élements de R,. Par ailleurs, pour exprimer la constante
locale d’une représentation virtuelle de dimension 0, on doit faire appel a des
théoremes du type Brauer sur les représentations induites(voir le théoreme
2.1. sur l'existence et I'unicité des constantes locales). Une autre difficulté
majeure est I’absence d’un théoreme de ce type, assurant en outre une cer-
taine ”compatibilité” avec la vy-filtration du R.

C’est justement parce que que l'on dispose d’un théoreme de struc-
ture sur le deuxiéme cran Ry (ce sont les représentations virtuelles V' avec
dimV =0 et det V = 1) qu'on a pu démontrer des résultats dans ce cas.

Puisque la conjecture est vraie dans le cas abélien (voir 5.4), c’est-
a-dire quand R est un A-anneau engendré par des éléments de dimension
1, on serait tenté d’appliquer des résultats du type ”principe de scindage”
(splitting principle) pour les A-anneaux ([Fu-La], [At-Ta]). Cela revient a
plonger R dans un A-anneau S engendré par des éléments de dimension 1;
le probleme est que S n’est plus en général un anneau des représentations
virtuelles d’'un groupe de Galois G et on perd toute notion de ramification,
de constante locale associée a une représentation virtuelle etc.

Ici on a abordé le probleme en essayant de reduire le calcul des fac-
teurs € des représentations virtuelles au cas des caracteres, pour lequel on
a des formules explicites. Ces formules, combinées avec les hypothéses de
la conjecture, permettent de prouver celle-ci dans quelques cas non trivi-
aux, via des estimations (assez techniques) des valuations des éléments qui
interviennent.

1. Notations.

1.1 Soit K un corps local non-archimédien (c’est a dire un corp valué
complet par raport a la topologie induite par la valuation, avec le corps
résiduel fini), de caractéristique résiduelle p. Le corps K et p sont fixés dans
tout ce qui suit. On notera:

vk la valuation normalisée de K;

Tk : une uniformisante (i.e., un élément de valuation 1) de K;

Af : Panneau des entiers de K, c’est a dire Ax = {x € K|vk(z) > 0};
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Ak (t) = {z € Klvg(z) > t}, pour tout ¢ réel; c’est un sous-groupe
additif de K

Py : T'idéal premier de Ak, c’est a dire Px = {x € K|vg(z) > 1},

K = Ag/Pk : le corps résiduel de K. Soit ¢ son cardinal (c’est une
puissance de p);

|| : la valeur absolue normalisée de K (pour laquelle |7 | = ¢~ 1);

Uk : le groupe (multiplicatif) des unités de Ak, c’est a dire Ux = {x €
K|vk(z) = 0};

Uk(t) = {1 +z|x € K,vg(xz) > t}, pour tout ¢t > 0); c’est un sous-
groupe de Ugk.

S’il n’y a pas de risque de confusion sur le corps, on pourra omettre
I'indice K.

On note E l’exponentielle tronquée:

p—1 2

(1.1.1) E(z) :Zj

=0

et L le logarithme tronqué:

(1.1.2.) L() :i (_1)”12,(95_ D

=1

=

Pour chaque t > 0, F et L définissent des isomorphismes inverses 'un de
lautre:

(1.1.3) A(t)/A(pt) U (1) /U (pt) - A(t) JAlpt).

1.2. On fixe un caractére additif ¢ de K (i.e. un homomorphisme
continu de K dans C*), non trivial. Par ([Weil], Th. II.5.3., Cor.) tout
caractere additif de K est de la forme = +— 1 (ax), avec a € K. La continuité
de ¢ implique l'existence d’un entier n(v)), appelé l'ordre de v, tel que 1) est
trivial sur A(—n(t)) et non-trivial sur A(—n(y)) —1). On fixe une mesure
de Haar dz sur K.

1.3. Soit K une cloture algébrique séparable de K, fixée par la suite.
On sous-entendra que toutes les extensions de K qui interviendront sont
incluses dans K. Soit K™ l’extension non-ramifiée maximale de K dans
K, L une extension finie de K et E une extension de K™".

Le groupe de Weil W(E/L) est le sous-groupe de Gal(E/L) formé des
L-automorphismes ¢ de E qui ont la propriété ¢|gnr = Frob™, pour un
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n € Z, Frob étant I'automorphisme de Frobenius de Gal(K""/L). On note
W( K /L) par W, et on I’appele le groupe de Weil absolu de L. Pour plus
de détails, voir ([Weil], App.II).

1.4. Pour L/K une extension galoisienne finie de groupe de Galois
G, on definit ([Serr]), ch.IV) les groupes de ramification Gy, pour n en-
tier, n > —1. Les (G,, forment une suite décroissante de sous-groupes in-
variants de G,Gq est le sous-groupe d’inertie de G et G,, = {1} pour n
assez grand. On trouvera une liste compléete des propriétés des groupes de
ramification, des quotients G,,/G 11, ainsi que les définitions des fonctions
b1k et Yk = ¢k dans ([Serr], ch.IV). On définit la numérotation
supérieure des groupes de ramification: G’ = G¢L/K(t), pour tout ¢ > —1;
Iintérét de celle-ci est qu’elle est compatible avec le passage au quotient: si
E/K est une sous-extension galoisienne de L/K, alors G(E/K)! est I'image
de G(L/K)! par 'homomorphisme surjectif G(L/K) — G(E/K). On écrira
parfois G(t) au lieu de G*.

La propriété de transitivité ¢ x = ¢r/x © ¢ar/r (pour M une exten-
sion galoisienne finie de L) permet d’étendre la définition de ¢,/ et de i,/
pour toute extension séparable finie L/K en posant ¢r,/x = Var/ K © 1/11741/1:,
ou M est une extension galoisienne finie de K contenant L; ceci ne depend
pas du choix de M.

Pour une extension galoisienne infinie L/K, de groupe de Galois G,
on définit les groupes G' par G' = limprojGal(E/K)!, la limite étant
prise suivant les sous-extensions galoisiennes finies £ de L/K. La com-
patibilité avec le passage au quotient est conservée; si L contient K™, alors
W(L/K) = W contient G° et on peut poser W = G* pour ¢t > 0. On a
WO =T et on pose W~ =W.

1.5. Soit G un groupe topologique. On appelle représentation de G un
homomorphisme continu p de G dans le groupe des C-automorphismes d’un
espace vectoriel complexe V' de dimension finie: p: G — GL(V'). Un élément
du groupe de Grothendieck R(G) de la catégorie des représentations d’un
groupe topologique G s’appelle représentation virtuelle de G. Si V' est une
représentation virtuelle, elle s’écrit de maniere unique sous la forme V =
Yn(U)U ou U parcourt les représentations irréductibles de G et n(U) € Z.
Si n(U) n’est pas nul, U est un constituant de V. Les constituants de V/
sont en nombre fini.

Vu la définition du groupe de Grothendieck R(G), pour définir un ho-
momorphisme f de R(G) dans un groupe commutatif X, il faut définir f(V)
pour toute représentation V de G et vérifier que, pour toute suite exacte de
repésentations:

0=V -V -V"-0,
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ona f(V) = f(V')+ f(V"”). On définit ainsi, pour toute représentation
virtuelle V:
- la dimension dim(V'),dim: R(G) — Z;
- le déterminant det(V),det: R(G) — Hom(G, C*);
- Vinduction Ind$%: R(H) — R(G), pour H sous-groupe d’indice
fini dans G;
- la restriction Res%: R(G) — R(H), comme restriction des sca-
laires de C[G] a C[H], pour tout homomorphisme H — G.

Si M /K est une extension galoisienne finie de corps locaux et L/K est
une sous extension, G = G(M/K),H = G(M/L), et n un quasi-caractere de
H (qui correspond & un quasi-caractére de L*, noté toujours 7), alors Ind¥n
est une autre notation pour Ind%.

1.6. Si V est une représentation du groupe de Weil W(L/K) = W,
ou L contient K™, la continuité implique I’existence d’un sous-groupe nor-
mal ouvert J du groupe d’inertie I = Gal(L/K"") (i.e. l'existence d’une
extension galoisienne finie £ de K™") tel que V est triviale sur J. Le groupe
d’inertie I agit & travers le quotient fini I/J = Gal(£/K""). On peut donc
parler de la représentation d’Artin ([Serr], Ch.VI, §2.) A;,; du groupe I/J.
On définit alors le conducteur d’Artin de V, par la formule:

a(V) = dim HomC[I/J} (AI/J, V)

Cette définition ne depend pas du choix du sous-groupe J tel que V
est triviale sur J (voir [Deli], 4.4). Pour V' donné, a(V') ne depend que de
la restriction de V au groupe d’inertie I. Une représentation de W est dite
non-ramifiée si I agit trivialment, et ramifiée dans le cas contraire. Si V est
non-ramifiée, alors a(V) = 0.

Soit maintenant une représentation irréductible p: W — GL(V). Si p
est non-ramifiée, on pose a(p) = 0. Sinon, a(p) est le plus grand u réel tel
que p(W™) soit non-trivial. On renvoie a ([Henn|, p.161) pour voir que a(p)
est bien défini. Au méme endroit on trouve démontrée la formule:

a(p) = (a(p) + 1) dim p,

valable pour tout représentation irréductible p de W.

Pour toute représentation virtuelle Vde W, on note

a(V) (resp. [B(V)) le plus petit (resp. le plus grand) des a(U),
quand U parcourt les constituans de V. Si L/K est une extension finie
et M une extension galoisienne de K contenant L, on pose «(L/K) =
inf{t|Gal(M/K)" C Gal(M/L)}. Ceci ne depend pas du choix de M.
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1.7. Par l'intermédiaire de I'isomorphisme de la thérie locale du corps
de classes, W% ~ K*, (qui identifie, pour tout t, W?(¢) & U(t)) on fait
correspondre a une représentation V' de dimension 1 de W un quasi-caractere
x de K*. On retrouve donc «a(x) comme le plus grand entier n tel que x soit
non-trivial sur Ug(n). Si x est non-ramifié ot modérement ramifié, alors
a(x) = 0. On dit que x est sauvagement ramifié si a(x) > 0.

1.8. On note par |X| le cardinal de I’ensemble fini X. La notation
mod* X apres une égalité désigne une congruence dans le groupe multiplicatif
d’un corps, modulo le sous-groupe X. Soit Q,/Z,(1) le sous-groupe de C*
formé des racines de I'unité d’ordre une puissance de p.

2. Résultats sur les constantes locales.

2.1. On cite sans modification le théoreme de l'existence des con-
stantes locales €(V,1,dx) (qu’on appellera parfois facteurs ) dans ’article
de Deligne ([Deli], Th.4.1, p.535):

Théoréme. Il existe une et une seule fonction e, vérifiant (1) a
(4) ci-dessous, qui associe un nombre (V,1,dx) € C* a chaque classe
d’isomorphisme de sextuples (K, K,,dx,V, p) formés d’un corps local K,
d’une cloture algébrique K de K, d’un caractére additif non-trivial 1: K —
C*, d’une mesure de Haar dx sur K, d’'un espace vectoriel V de dimension
finie sur C et d’une représentation p: W(K /K) — GL(V).

(1) Pour toute suite exacte de représentations

0=V -V -V"-0,

on a

e(Vyip,dx) = e(V' 4, dx) - (V" 4, dx).

Cette condition montre que £(V,1,x) ne dépend que de la classe de
V dans le groupe de Grothendieck des représentations de W(K /K) et per-
met de donner un sens a £(V,1,dz) pour V seulement une représentation
virtuelle.

(2) e(V,¢,adz) = adim VE(V, Y, dx)

En particulier, pour V virtuel de dimension 0, e(V,,dx) est indé-
pendant de dz. On le note £(V,1)).

(3) Si L est une extension séparable finie de K dans K et que Vi
est la représentation virtuelle de W (K /K) induite par une représentation
virtuelle de dimension zéro Vi, de W (K /L), on a

e(Vi, ) =e(Vp,poTrp ).
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(4) Si dim'V = 1, p étant défini par un quasi-caractére x de K*, on a

e(Vi, dx) = e(x, ¢, di)

Si x est un quasi-caractere de K*, alors la constante locale e(x, v, dz)
est définie par 1’équation fonctionelle locale de Tate (voir [Deli], 3.3., p.526);
cette équation permet d’obtinir la formule:

(2.1.2.) €(X,1/J,Cl$)_/ X Hx)(z)d.

5

Siae K* et Ve R(W), alors la formule ([Deli], 5.4, p.548):
(2.1.3.) e(V,¢(ax),dz) = det(V)(a)|a|™ dimV&:(V, Y, dr)

montre que pour V de dimension zéro et de déterminant trivial, e(V, 1, dx)
ne depend pas de ¢ et de dx. On le note (V).

Nous sommes intéressés par les résultats du type e(V@ W) =151 V et
W remplissent certaines conditions. Par exemple, la formule suivante ([De-
Hel, 5.5.3., p.549), valable pour W une représentation virtuelle non-ramifiée

(2.1.4.) e(VoW)=det W(ﬂ-a(V)-i-n(iP)'dimV)s(V’ 0, dx)dimV

montre que (V@ W) =1si dimW =0 et det W = 1.
Les formules données par la proposition et les corollaires qui suivent
([Deli], Prop.1.1 et suivantes) sont fondamentales dans nos calculs.

2.2. Proposition. Soit x et n deux quasi-caractéres de K*, vérifiant
a(n) < a(x). Soit m le plus petit entier tel que 'on ait 2m > «(x) et soit
a un élément de K tel que I'on ait x(1+ y) = ¢ (ay) dés que I'élément y de
K est de valuation au moins m. On a alors vk (a) = —(n(y) + 1+ a(x)) et
a est unique mod U (a(x)/2). De méme, soit b un élément de K vérifiant
n(1 +y) = ¥(by) dés que I'on a vk (y) = a(x)/2. SiTon a a(n) = a(x)/2,
alors v(b) vaut —(n(y)+14a(n)) et b est unique mod U (a(n) —a(x)/24+1);
sinon, b est n’importe quel élément de K de valuation au moins —(n(vy) +
a(x)/2). On a

(2.2.1) e((n—1)x,¢) =nla™") - (xn) (1 +b/a) - P(b)
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2.3. Corollaire. Avec les notations de la proposition précédente:

(1) On ae((n—1)x,v) =n(a™")mod" Q,/Zy(1).
(2) Si de plus on a a(n) < a(x)/2, alors

(23.1) e((n—1)x, ) =nla™")

2.4. Corollaire. Soit x un quasi-caractére sauvagement ramifié de K*
tel que 'on ait x(1 +y) = ¥(ay) si y € K est de valuation au moins m.
Soit (n;);c; une famiile finie, d’au moins deux éléments, de quasi-caractéres
de K*, vérifiant a(n;) < a(x). On choisit des éléments b; de K tels que
ni(1 +y) = ¥(bjy) quand v(y) > a(x)/2. Pour chaque partie J de I, on
pose

(24.1.) () =11, ,m 007 =3 _bs, &) = (=)L

JjeJ

Alors on a

(2.4.2) € (x Hiel(l — m)) = (xn(1))™! (ng(l n b(J)/a)E(J)> .

L (T 0+ 60

2.5. Pour simplifier les notations, on pose, pour N = |I| et t(J) =
Zjejtj siJ ClI:

(2.5.1) PN(tla“',tN) — HJCI(1+t(J))5(J)

Py (ty,---,tn) est une série formelle en les indéterminées ¢; a coefficients
entiers. On voit tout de suite que Py = 14+Qn, ou Qn est une série formelle
divisibile par 1 - - - . Avec ces notations, la formule (2.4.2.) devient:

(2.5.2.) € (x II. - m-)) = Cen()"HC) - [, m(H:)

o C = Py (&, %), H = Py (®

’a

2|y

R %") (le symbole *
> 0 par 2.2. et

a(n;)
) — a(n;).

désigne I'omission du terme). On a v(b;/a) > a(x) —
donc C est de la forme 1+ D, avec v(D) > >, (a(x



9 SUR UNE CONJECTURE DE DELIGNE ET HENNIART 247

Supposons que Y. (a(x) — a(n;) > a(x). Alors x(C) = n;(C) = 1.
De plus, n;(H;) = 1 car en ces conditions v(H; — 1) > a(n;). On obtient
done (x [T, (1 —m)) = 1.

Le raisonnement ci-dessus est en substance celui de ( [De-He],
Prop.1.7.); la généralisation de ce résultat sera ’object de cet article. Pour
passer du cas des caracteres au celui des représentations virtuelles on utilise
I'inductivité en dimension 0 des constantes locales et des variantes du
Théoreme de Brauer sur les représentations induites, comme celle-ci:

2.6. Proposition. ([De-He], VARIANTE 2.3.)

Soit G un groupe, extension de Z par un groupe fini G(0). Soient
A un sous-groupe abélien distingué de G, contenu dans G(0), et V une
représentation de G. Il existe des sous-groupes d’indice fini H; de G (en
nombre fini), contenant A, des caractéres x; des H; et des entiers n; tels
que, dans R(G), on ait

(2.6.1.) V=" Tndf, (x.)

Si VA est nul, on peut choisir la décomposition de fagon que y; soit non-
trivial sur A.
Avec ceci, on peut obtenir le résultat suivant ([De-He|, Th. 4.9.):

2.7. Théoréme. Soit V une représentation virtuelle de W, sans con-
stituant modéré. Soit (W;);c; une famille finie de représentations virtuelles
de dimension 0 de W. On suppose que 'on a 3(W;) < a(V') pour tout indice
iet) o (a(V)—p(W;i)>a(V). Alors on a

(2.7.1.) 5((®¢€[Wi) X V) =1

On voit que ce théoreme généralise le résultat du 2.5., en remplagant
x par V et les 1 —n; par W;.

Les théoremes qui suivent ([De-He|, Th.4.2. et 4.6.) donnent une
généralisation de la formule (2.1.4.) et nous seront utiles dans les chapitres
suivants.

2.8. Théoreme. Soit V une représentation virtuelle de W, sans con-
stituant modéré.

(i) 11 existe un élément v de K*, défini de fagon unique mod U (1), tel
que pour toute représentation virtuelle W de W, de dimension 0 et vérifiant
B(W) < a(V), on ait

(2.8.1.) e(W @ V,¢) = det W(y)mod* Q,/Z,(1)
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(ii) La valuation v () est donnée par la formule
(2.8.2.) v (y) = a(V) +n(y) - dimV

L’unicité de v (resp. la formule (2.8.2.)) vaut déja si l'on suppose
seulement que I’égalité (2.8.1.) est vraie quand W est de la forme n — 1, ou
7 est un quasi-caractére modérément ramifié (resp. non-ramifié) de K*.

2.9. Théoréme. Soit V une représentation virtuelle de W, sans con-
stituant modéré. Il existe un élément v de K™, défini de fagon unique
mod"U(a(V)/2), tel que pour toute représentation virtuelle W de W, de
dimension 0 et vérifiant B(W) < a(V)/2, on ait

(2.9.1.) (W eV, ¢) =det W(y)

Cet élément est congru & celui de (2.8.1.) mod*U(1).

3. Enoncé du probleme.

3.1. Rappels sur la y-filtration. On renvoie, pour la définition des
A-anneaux, leur propriétés, ainsi que pour la définition des ~y-opérations et
de la ~y -filtration (Ry,),>0 d'un A\-anneau R, a [At-Tal.

Proposition. ([At-Ta/, Prop.4.1) On a

(1) Ry, - Ry, € Ry, Ym,n > 1;

(2) Ro = R,Rl = J,’

(3) R,, est un A-idéal pour tout n > 1.

(4) R, est un v-idéal (i.e. R, est stable pour les opérations ), pour
tout n > 1.

(5) Pour tout G, R(G)y = {V € R|dimV =0 et detV = 1}. Ceci est
une conséquence de la démonstration de ([Fu-LaJ, Th.IIL.1.7.).

On voit tout de suite que, si G est commutatif, i.e. R(G) (que I'on note
R) est engendré par les caractéres (représentations de dimension 1) de G,
alors

(6) Ry est le sous-groupe additif engendré par les eléments 1 — x, avec
x caractere de G et

Ro=(R)" = < {(1—xa)™ (1 - x,)™]

X1, ", Xr caractéres de G,> n; > n} >,

ol < > signifie "I’idéal engendré par*“.

3.2. Enoncé du probleme. P.Deligne et G.Henniart énoncent la
conjecture suivante ([De-He|, 4.10.Question):

”Soit Vune représentation de W, sans constituant modéré. Soit (G;);cr
une famille finie de quotients de W par des sous-groupes ouverts de I et,
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pour chaque indice 4, 3; le dernier saut de la filtration de G; par les groupes
de ramification, en numérotation supérieure. On suppose que, pour chaque
i, on a B < a(V). Soient (n;);c; une famille d’entiers positifs ou nuls, et
pour chaque indice 7, une représentation virtuelle W; de G;, qui se trouve
dans le n;-éme sous-espace de la -filtration de I’anneau des représentations
de G;. Pour n; = 1 (resp. n; = 2) cela signifie que W; est de dimension 0
(resp. de déterminant trivial).
Sion a

() Zm(a(V) = Bi) > V),

peut-on conclure que ((®;c;W;) @ V') vaut 1 77
Remarque. Si touts les n; valent 1, c’est le Théoréme 2.7.. Si |I|
vaut 1 et si nq vaut 2, c’est le Théoréme 2.9..

3.3. Obsérvation. L’inégalité (*) s’écrit de maniére équivalente
(**) D nifi < (V) (—1 + an)
i€l iel

En outre, si m; > n; pour tout ¢ € I, alors on obtient comme
conséquence de (**)

) Zmzﬂi <a(V) (—1 + Zmz>
iel iel
puisque (3; < a(V') pour chaque i.

On se propose de donner des formulations équivalentes (plus ”simples”)
et de prouver quelques cas de cette conjecture.

4. Résultats sur la ramification. Normes et traces.

4.1. Si E/K est une extension galoisienne finie et L/K est une sous
extension, alors on voit facilement que pour tout ¢ > 0,

(4.1.1,) G(E/L)(Yr/k(t) = G(E/K)(t) N G(E/L).
En passant a la limite projective, on obtient

(4.1.2.) WL(¢L/K(t)) :WK(t)ﬂWL.
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Si maintenant V' est une représentation irréductible de W, alors la
formule ci-dessus montre que

(4.1.3.) a(Viw,) <vryx(a(V))

Si a(V) > a(L/K), alors
(4.1.4.) a(Viw,) = ¢/ (a(V))

car en cette situation, W (a(V)) C Wp.
La formule (4.1.1.) a comme conséquence la

Proposition. Soit L une extension finie séparable de K et E une
extension finie séparable de L. Alors

(4.15.) a(E/L) < ¢k ((E/K))

4.2. Proposition. ([De-He|. Prop.3.2.) Soient L une extension finie
séparable de K, M une extension finie séparable de L.
(i) La fonction vy, est convexe.

(ii) Si I'extension M/L est modérée (i.e. si a(M/L) est nul), ¥/, est
linéaire. Sinon, le dernier saut de la dérivée de 1y 1, se produit en
a(M/L).

(iii) Soit t € Ry. Sit > a(M/L), la pente de 1y, en t est I'indice de
ramification e de M /L.
Sit < pp, cest un entier de la forme e/p*, k > 1. En conséquence,
on a

Uy (@(M/L)) < Sa(M/L)

3

4.3. Soit L une extension finie séparable de K . L’application L% —
ng’ déduite de I'inclusion W — W g correspond, par I'intermédiaire de
'application de réciprocité, a la norme Ny i: L* — K*. Si x est un quasi
caractere de W (correspondant a un quasi caractere de K*, noté toujours
X), la réstriction de x & W, correspond donc & x o Ny k. Les formules
(4.1.3.) et (4.1.4.) deviennent alors

(4.3.1.) a(x o Np/k) < vr/k(a(x))
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et, si a(y) > a(L/K),

(4.3.2)) a(x o Nr/x) =¥k (a(x))

Soit dr/k la valuation de l'idéal différente de L sur K et 1/12‘7 x la
fonction affine de R dans R, de pente e = ey, /., et prenant la valeur —dy, / —
1 en -1. D’aprés [De-He], 3.3., on a

(4.3.3) Troi (AL (1) = Ak (1)

pour tout t réel.
On en déduit que 1/;2‘7 i ©st la fonction linéaire qui coincide avec v,/ k

pour tout ¢ valant au moins a(L/K). On a donc, pour tout t > a(L/K),
(4.3.4) VYr/r(t) +drye +1=e(a(L/K)+1)

4.4. Proposition. ([De-He], Prop.3.5., p.104) Soit L une extension
finie séparable de K, d’indice de ramification e, et y un élément de I'idéal
maximal de Ar,. On a

(4.4.5) Ny (By) = E(TrL/Ky)mod*UK(gn(y))

5. Réductions. On garde les notations de 1’énoncé de la conjecture
3.2. Pour simplifier, on pose a = «(V), R, 'anneau des représentations
virtuelles de W k. Soit E; 'extension finie de K, telle que G; = W(E;/K).

Dans les conditions énoncées, (®;c;W;) ® V est de dimension 0 et de
dimension 1, ce qui justifie 'omission de 1 et de dx dans I’écriture de
e. La multiplicativité des facteurs € nous autorise a supposer que V est
irréductible.

5.1. On peut supposer que dimV =1 (i.e. V est défini par un caractére
x de K*).

Démonstration. Soit H = I N kerV. Le sous-corps F de K fixé
par H est une extension galoisienne finie de K™". Alors V se factorise par
G = W/H, qui est une extension de Z par Gal(F/K™"); G(«) est un sous-
groupe abélien distingué de G. De plus, 'espace des points de V fixés par
G(«) est trivial car V est irréductible et on applique le théoreme de Clifford.
On est en mesure d’appliquer le Corollaire 2.6., qui donne

V= ijlndgixj,
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ou m; € Z, H; sont des-groupes d’indice fini de G,G(a) C H; et x; sont
des caracteres de H; tels que x;(G(«)) # {1}. Donc

(@erW) 8 V) =< ((@ierWe) @ (S myndf, ;) ) =
=1l;e <(®ieIWi) ® Indgjxj>m"' =1, <<®i€IReng> ® Xj)m.i

On a utilisé 'inductivité en dimension 0 des facteurs ¢ et la formule
W ® Inng = Indg ((Reng) ® U) (pour H sous- groupe de G,W €
R(G), U € R(H)). Il suffit de voir maintenant que (Rengi)ZEI et x;
remplissent la condition 3.2.(*) de la conjecture, pour chaque j fixé. Ici on
considere W; comme représentation de W et Resgj W; = W/ est en fait la
réstriction de W; & Hj = W(K/Lj), ot L; est le corps fixé par H;. On a
affaire maintenant & des représentations de W(K/L;). On remarque que
a(x;) = ¥, k() puisque x; est non trivial sur W (a), Wg (o) € Hj et
Wi (¢ k(t) = Wg(t) N W pour toute extension finie L/K. De méme,
ﬂ(Resg,. Wi) =L,k (Bi)-

Les n; restent les mémes; en effet, si H — G est un homomorphisme
de groupes, alors V € R(G)" implique ResGV € R(H),. 1 faut donc
démontrer I'inégalité 3.2. (**), en remplacant « par ¥ k(a) et B; par
Y, /k(Bi). On pose ¥ =9 /. C’est une fonction convexe, croissante, et
¥(0) = 0,¢’(0) = 1. On applique maintenant le

Lemme. Soit ¢): [0, co[— R une fonction convexe, croissante, dérivable
par morceaux, avec ¥(0) = 0,4'(0) = 1. Soient N un entier positif, 5; > 0
rééls et n; > 1 entiers pour chaquel <1i < N, et a > 0 tels que 3; > « pour
tout i et > n;f; < (=14 > n;)a. Alors on a ¥(5;) < P(a) et Y nip(F;) <
(—1+ Y n)i(a).

Preuve du lemme. Puisque ¢ est croissante, ¥(5;) < ¥ (a). En
rénumérotant éventuellement les 3;, on peut considérer que n; = 1 et que
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B; > 0 pour tout 7. Les inégalités de 1'hypothése deviennent maintenant
Bi < a,> i < (N —1)a. La fonction x +— 1(z)/z est croissante sur |0, oco|
et on a

N Y(8) V() ,  ¥(a)
D W(B) =3 =B S) —Bi= =) B <@V - 1)
iel iel el el
ou N = [I|.
Observation. La derniere partie de la démonstration ci-dessus mon-
tre

Soient W;,n; et x comme dans 5.1. Sii € I et W; = Indg"'U, avec
H = W(E;/L) un sous groupe d’indice fini de G; et U € R(H)1, alors

€ <Ind§iU ® (®;2W;) ® x) =e(U® (®;£W;) @ xo Np/k)

avec W; représentation de G = W(E;L/L). On a a(x o Ny i) =
=Yk (a(x)) et a(G}) <Y/ (B;). On a les inégalités

Vi (Bi) < Yr/k(a) et Zm(lDL/K(Oé) — Yk (Bi) > Yok ().
iel
Cette Observation sera utilisée fréquemment et parfois tacitement au cours
des raisonnements suivants.

5.2. Proposition. e((®;W;) ® V) est une racine de I'unité d’ordre une
puissance de p.

Démonstration. Par le théoreme 2.7., appliqué a W = @;W; et V, on
ae(W V) =det W(y) mod*Q,/Zy(1), avec v € K*. Mais on a vu que
det W = 1. (On a pu appliquer le théoreme car B(@;W;) < sup; S(W;) < «).

5.3. On peut supposer que chacune des représentations W; est galoisi-
enne (i.e. se factorise a travers un quotient fini de W, i.e. chaque G; est
fini). De méme pour V.

Démonstration. On utilise le résultat suivant ([Henn], Cor. 3., p.
158): Toute représentation linéaire irréductible R de W' s’écrit sous la forme
R=S5®x, ot S est galoisienne et x est un caractére non-ramifié.

On voit facilement (en regardant la définition de la ~-filtration) que
chaque W; peut étre considéré de la forme v (z1) ...~y (x,), avec ) m; >
n; et dimx; = 0. L’idée est d’écrire chaque x; comme une somme du type
Y. 4q;y;, avec q; € Z et y; irréductible; de prouver qu’on peut remplacer,
si besoin est, y; par y; = y; ® x;, X; caractere non-ramifié (de sorte que y;
soit galoisienne), sans changer la valeur du facteur . Dans les lemmes
suivantes, G est W ou un quotient de W par un sous-groupe ouvert.
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Lemme 1. Siy € R(G) et x est un caractére de G, alors \"(yx) =
A" (y)x"

Pour la démonstration, voir par example ([Fu-La], formule 1.1.3.) m

Lemme 2. Soient U,V € R(G), avec dim U = 0,V irréductible,
dimV =1et B(U) < a(V). Alors a(U ® V) = 0.

Preuve du lemme 2. On a U = ) n;U;, avec U; irréductibles et
n; entiers. Alors a(U ® V) = Y n;a(U; ® V). On rappelle que a(U;) =
(a(U;) + 1) dimU;. Mais on a le résultat suivant ([Henn], Cor. 3.6.1., p.
362, énoncé légerement modifié):

Soient R et S deux représentations linéaires de W. Supposons que R, S
et R® S sont irréductibles. Alors on a a(R ® S) < sup( a(S)dim R,
a(R)dim S), avec égalité si a(S)dim R # a(R) dim S.
On a donc a(U; @ V) = sup((a(U;) +1)dim V, (a(V)+1)dimU;) = (a(V) +
1)dim U;, car a(U;) < f(U) < a(V'). Puisque 0 = dimU = > n; dim U;, on
aaU@V)=> n(a(V)+1)dimU; =0. m

Lemme 3. Si U,y € R(G) et n € N*, tels que a(A"(y)U) =
dim(A\"(y)U) = 0, alors e(\"(yx)U, %) = e(\"(y)U,¢¥) et e(v"(yx)U
e(y"(y)U) pour tout caractére non-ramifié x de G.

Preuve du lemme 3. On a ¢(A"(yx)U,v) = e(N"(y)x"U,¢) =
()N (G)U, %) oit y est de valuation a(\"(y)U) + n(s) dim(A" (1)U,
qui est nul par hypothese; donc x(v) = 1.

On a e(y"(yx)U) = e(v"(y)U). En effet

0e
)

I
-

n—1 n

n—1 .
) =t = 1) = 3 8= 30 = X (1) .
Jj=0 7=0
Donc
n—1 n— 1
e(V"(y e | DNy )U Y
7=0

H (A"~ J (yx)U, 1/,)( J )(paTL 3)

n—1 n—1
=[O\ @)U ) 7 =e(y" (V).
j=0

Fixons maintenant s € I. On suppose que W, = 7™ (y) @ W', avec
dimy = 0,1 <m <nget W € R(G,)"~"™. Soit U = W'R(Q;_n W)@V,



17 SUR UNE CONJECTURE DE DELIGNE ET HENNIART 255

t
On peut écrire y = Y mjz;, avec x; irréductibles, dimz; = d;;dimy = 0
j=1
¢
signifie que > m;d; =0, donc y = Y mj(z; — d;). Pour chaque j il existe

Jj=1
un caractere non- ramifié x; tel que x;x; soit galoisienne. On a

e(Y"(y)@U)=c¢ [U® ‘ +; _ Yt (my(z1 — dy)) - ..

coyt (my (T — dt)),w] =
(5.3.1) =e (U ® it tiem V(a1 — di)xa) - .

(o7 (ma = di)xa) v =
= ‘ H s(wil(ml(slel —d1 _d1X1 +d1))
zl—i‘-...—ﬁ—zt:m
cott(me(Texe — di — dexe + dy))U, 1)
Dans ces égalités, on a appliqué le Lemme 3. Ceci est légitime, car,
pour chaque j, dimm;(z; — d;) = 0, donc dim (X% (m;(z; — d;))) = 0; par
le Lemme 2, on déduit que

a [U @ A (mj(x; —dj)) TT v (mezrxn — dn — dpxn + dh)] est nul.
h#j

Pour chaque j entre 1 et m, soit x = x;, d = d;, x = xj, ¢ = ij, r =m;
et U =® Hh;ﬁj yh (mhxhXh —dp —dpxn + dh). Alors

e((r(zx —d+d(1—x)) @ U, p) =
— [[ 0 (rlax — )y (rd(1 = x) @ U, ).
k=0

Dans le produit, tous les facteurs € sont 1, a 'exception de celui qui
correspond a k = ¢. C’est une conséquence du Théoréme 2.9., qui donne la
formule

eW eV, ) =det W(y),

qui est applicable [ avec W = v~ %(rd(1 — x)) ] car v*"*(rd(1 — x)) est
de dimension 0 et non-ramifiée et v*(r(xy — d)) ® U’ est sans constituant
modéré. Sii—k > 1, alors v~ *(rd(1 — x)) est de déterminant trivial, donc
le facteur ¢ corespondant est 1. Si i — k = 1, alors detrd(1 — x) = x "¢
est non-ramifié et la valuation de ’élément = correspondant est nulle, par le
Lemme 2. 1l reste alors

e(Y(r(zx —d+d(1 - X)) @ U",¢) = e(v'(r(zx — d)) @ U", )
La formule (5.3.1) devient maintenant
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ey eU)= [ e (mieixa —d). . v (m(mxe — di))U, )
114...+ig=m

=e(v"(y)®U),
t
avec y' = > m;x;x;, galoisienne.
j=1

5.4. Supposons que le groupes G; (qui peuvent étre supposés finis par
5.3) sont tous abéliens. Alors e((2;W;)®@ V) = 1. (La conjecture est vraie
dans ce cas).

Démonstration. Pour un groupe abélien G, R(G),, est engendré par
les produits de la forme (1 — x1)™ ... (1 — x,)"", avec ny + ...+ n, > n et
X1,---,Xr caracteres de G. (cf. [Fu-La], II1.1., p. 49). Il faut donc prouver
que

e((T—x)" ... (1=x)"x) =1,

dans les hypotheses a(x) > 0,a(x;), > ni(a(x) — a(x:)) > a(x). Mais ceci
est exactement le Théoreme 2.7. m

5.5. On peut supposer que tous les groupes G; sont des p-groupes.

Démonstration. Par 5.3., il existe une extension galoisienne finie
L/K telle que W; et V se factorisent a travers G(L/K) = G. On note L,
le sous-corps fixé par G(L/K);. Soit P un p-sous-groupe de Sylow de G,
contenant le p-groupe G(L/K);. On a

e (ResG((@W;) @ V)) =¢ (IndﬁRes?((@IWi) ® V)) =
(5.5.1) —c ((®1Wi) RV Indgzp) -

=e((@W;) @ V)me ((®1Wi) RV ® (Ind1€1p - m1G)>
oum = [G: P] (ona (m,p) =1). Supposons que € (ReSIGJ((@[Wi) ®V))=1.
Alors il s’ensuit que ((®;W;) ® V) = 1. En effet, a((®;W;) ® V) > 0,
B(IndS1p — mi1g) = a(IndS1p) = 0 car IndG1p est la représentation

de permutation de G sur G/P, dont le noyau contient G1; on peut donc
appliquer le Théreme 2.9., qui done

(5.5.2.) ¢ ((®1Wi) RV ® <1nd§§1p - m1G)) — det(IndS 1p)(7) = +1
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avec v(y) = 0 par la formule 2.8. Sip > 2, alors e((®;W;) @ V)™ = =£1,
avec (m,p) = 1 donc e((®;W;) @ V)?™ =1 et (2m,p) = 1, ce qui entraine

e((®W;) ® V) =1 car c¢’est une racine de 'unité d’ordre une puissance de
p.

Si p = 2, on applique le raisonnement suivant: det(Inng p) est un
caractere de K*, modérément ramifié. Mais on voit facilement que tout
caractere modérément ramifié, d’ordre 2, d’un corps local de caractéristique
résiduelle 2 est nécéssairement non ramifié. Puisque v € Uk, det(Ind$ 1,,)(v)
= 1; par conséquent e((;W;) @ V)™ =1 avec (m,2) = 1, donc e((®;W;) ®
V) =1 car c’est une racine de I'unité d’ordre une puissance de 2. m

5.6. Sin; = 1 pour un indice i, alors on peut supposer que W; =1 —mn;,
avec 1; un caratere de K*.
Démonstration. Soit E;/K l’extension telle que G; = Gal(E;/K).

Par le théoréme de Brauer, W; = > m]Ind (1 n;j), avec m; € Z, H; sous
groupes de G et n; caractere de H;. Soit L le corps fixé par H;.

Si on désigne par W le groupe de Weil W(K/L;), on a
S(@wev)=c (Wie (Zm] ev) -
(5.6.1.) — e [Indgj_u —)® [#th] ®V] -
~T1em (a-m)e (ZWilw,) @ Viw, )
Dans les hypotheses de la conjecture, on est amenés a remplacer K par
L;,W; par 1—n; (et G; par H;), W; par Wt’Wj (et Gy par Gal(L;E./Lj)),

V par V’W.' L’inégalité 3.2.(*) de 'hypothese est vérifiée, avec « et [3;
J

remplacés par ¥, /(@) et ¥, /x(8;) (voir 'Observation qui suit 5.1.) On
voit que, si un W; avec Ny = 1 est déja de la forme 1 — 7, alors il est
remplacé par 1 —n; o N|p;/x. On peut donc appliquer le procédé décrit ci
dessus pour tout indice ¢ avec n; = 1 et on obtient la conclusion. m
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5.7. On est en mesure d’énoncer la conjecture (3.2.) de la maniere

(équivalente) suivante:

“Soit x un caractere de K, avec a(x) > 0. Soient I un ensemble fini
et, pour chaque indice i € I, une extension E;/K telle que G; = Gal(E;/K)
est un p-groupe fini. On note F; le dernier saut de la filtration de G; par les
groupes de ramification, en numérotation supérieure. On suppose que, pour
chaque 7, on a 3; < a(x). Soient (n;);c; une famille d’entiers positifs ou nuls,
et pour chaque indice 7, une représentation virtuelle W; de G;, qui se trouve
dans le n;- eéme sous-espace de la y-filtration de ’anneau des représentations
de Gl

Sion a

> nilalx) = Bi) > alx),

iel

peut-on conclure que e((®,e;W;) @ V') vaut 1 77

6. Le cas n; < 2. Réduction au cas des extensions cycliques
d’ordre p.

6.1. Dorénavant on suppose que n; < 2 pour tout i. Dans ce cas, en
tenant compte des réductions démontrées, la conjecture peut s’énoncer de
la facon suivante:

“Soit x un caractere de K, avec a(x) > 0 et N un entier positif.
Soient I = {1,..., N} un ensemble fini et, pour chaque indice i € I,
une extension E; de K telle que G; = Gal(E;/K) est un p-groupe
fini. On note G; le dernier saut de la filtration de G; par les groupes
de ramification, en numérotation supérieure. On suppose que, pour
chaque 7, on a f3; < a(x). Soit n un entier positif, n < N. Pour chaque
indice i € {1,...,n}, soit W, une représentation virtuelle de G; qui se
trouve dans le deuxiéme sous-espace de la de la ~- filtration de ’anneau
des représentations de G;; pour i € {n+1,..., N}, soit n; un caracteére
deGi et szl_nz Siona

> 200 - B+ Y (al) = Bi) > alx),
=1 i=n—+1

peut-on conclure que £((®;e;W;) ® x) vaut 1 77

Notre approche est de tenter de démontrer la conjecture ci-dessus par
récurrence sur n, le nombre de représentations dans le deuxieme cran. Pour
n = 0, c’est la proposition 2.6.
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6.2. Si W; € R(G;)2, alors on peut supposer que W; est de la forme
Indﬁ_(l —n) — (1 — ni}K*), avec F;/K sous extension de E;/K et n; un
caractére de Gal(E;/F;).

Démonstration. Par le Théoréeme de Brauer, on peut écrire

(6.2.1) Wi=> m; (Ind%a —n;)—(1— nj\K*)> + ) my(1 =) ),
j=1 J=t

avec m; € Z, F;/K sous extensions de F;/K et n; caracteres de Gal(E;/F;)
(qui correspondent a des caracteres n; de F}j). La condition det W; = 1 s’écrit

(6.2.2.) H det™ (Indf;;u - nj)) —1

=1

Mais on a la formule suivante ([Deli], Prop. 1.2.)
det (Indgp) (z) = efmP det(p)(t(x)), Vz e Gab,

ol G est un groupe, H est un sous groupe d’indice fini, p est une représenta-
tion virtuelle de H, ¢ est le déterminant de la représentation de permutation

de G sur G/H et t: Gab . {ab ogt le transfert. En tenant aussi compte du
fait que 'inclusion correspond (par 'application de réciprocité) au transfert,
(6.2.2.) devient

(6.2.3.) [l =1

On peut supposer que m; = 1 pour 1 < 57 < r et m; = —1 pour
r+1<j<s. Soito; = nj(K* pour 1 < j < 7 et 7, = 0|, pour
r+1<j<s. Alors (6.2.3.) devient 0y ...0, =71...7¢ (avec t = s —r) et

T

ij(l ) =D (05 = 1) =D (1, = 1)

Jj=1 Jj=1

Par la formule (0 — 1)+ (¢/ = 1) = (60’ — 1) — (0 — 1)(¢’ — 1), appliquée de
maniere répétée, on obtient
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—[(0'1 — 1)(0’2 - 1) + (0'10'2 - 1)(0’3 - 1) +...+ (0’1 e Op—1 — 1)(0'7« — 1)]
et de méme pour les 7;. Donc ijl m;(1 — 77J|K*) s’écrit sous la forme

(6.2.4. S my (1= e) = S o — 1o ~ 1),
j=1

avec o et o’ caractéres de K*, caronavuque 0y...0, =T1...Ty.

En outre, si o est un caractére qui apparait dans la some (6.2.4.),
a(o) < B; puisqu’il correspond & un caractere de G;. Donc e((®,e1W;) @ x)
s’écrit, utilisant (6.2.1.), comme un produit de facteurs ¢ dans lesqueles W
est remplacé soit par une représentation virtuelle de la forme annoncée, soit
par (o —1)(0’ —1), avec o et o’ caracteres de K*. Mais ces derniers facteurs
sont égaux a 1 par I’hypothese de la récurrence.

6.3. Si W; € R(G,)s, alors on peut supposer que W; est de la forme
Indﬁ—wi_ (I—m)—(1— ni'K*>7 avec F; /K sous extension cyclique d’ordre p
de E;/K et n; un caractére de Gal(E;/F;).

Démonstration. Si dans 6.2., F;/K est une sous extension d’ordre p,
on a fini. Sinon, puisque G; est un p-groupe et Gal(E;/F;) un sous groupe de
G;, il existe une sous extension galoisiene L; de F;/K, d’ordre p. (En effet,
pour un p-groupe G et un sous groupe d’indice fini H de G, [G: H| = p®,
il existe pour chaque 0 < j < s un sous groupe H; tel que H < H; < G
et [G:H;] = p’. [Hupp], IL.7.2.e., p. 301). Ici on prend j = 1 et le sous
groupe H; est maximal, donc normal, i.e. I'extension L;/K est galoisienne).
On peut écrire (pour simplifier les notations, on omet l'indice )

W = Ind¥ (Indf;(l —n)—-(1-n L*)) +Indf (1 -7

2) = (=g

Donc

e(W @ (@;2W;) @ x) = e(Indj (Indp(1—n) — (1 -7
(Ind¥(1—7n

1)) @ (®;2W;) ® X)-
1) — (L= 1] ) ® (©W;) ® x).
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Dans le deuxieme facteur ¢, W; est remplacée par une représentation de la
forme annoncée et on n’a pas modifié les autres représentations. Le premier
facteur € est égal a

e((Indp(l—n) = (1 -1

1)) © (@4 Wilw,) ® x o Nijk)

Ici on a [F;: L;] = [F;: K|/p. Si [F;: L;] = p, on a fini; sinon on reprend
le procédé avec F;/L; au lieu de F;/K.

Lemme. Si L et E sont des extensions finies de K et n est un caractére
d’ordre fini de E*, alors

(6.3.1.) (Indgn)‘L = Z Ind%,UE(n oo lo Ni.oE/oE)

ol la somme porte sur un-systéme complet et indépendant de représentants
o des doubles classes de W \W g /W g.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le Théoreme de Mackey a la
situation indiquée, en tenant compte de la correspondance donnée par I'ap-
plication de réciprocité et du fait que toutes les représentations se factorisent
a travers des quotients finis (i.e. au lieu de prendre des groupes de Weil, on
aurait pu prendre un groupe de Galois fini, suffisamment grand). m

I1 faut vérifier que W; ’WL et xo Ny, /i sont des représentations qui sa-

tisfont aux inégalités (*) de la conjecture (cela est garanti par I’Observation
du 5.1.); d’autre part, il faut voir que, si W; = Indgj (1—mn;)—(1—n

L)
avec [Fj: K] = p, alors Wj‘WL est de la forme Indéj (1=m;)— (1 —mn;

L*)7
avec L; extension de L,7; caractere de L} et [L;: L] = p. Cela signifie
que, si W; était déja comme dans 1’énoncé, elle le reste, c’est a dire que la
manipulation décrite ici peut étre appliquée successivement pour tous les
Jj<n.

Fixons 1 < j <netposons F' = F;, L = L;, n = n;. Puisque W <W,
W \Wg /Wi = Wg/ W Wp = Wg/Wiap. Il 0’y a pas d’extension
intérmédiaire entre L et K, donc il a deux possibilités: L N F = K ou
LNF =1L.

i) LNF = L. Dans ce cas Wg/Winr = Wi /Wg = {1} et (6.3.1.)

donne

WJ‘|WL =Ind} (1 —no Npp/p) — (1 - M. © Ni/K)

Mais 1| .. o Npjx = (no Npg/p)| .-
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ii) LC F. Alors Wk /Winrp =Wk /W =2 Gal(L/K) et on a

Wilw, = 5 Indfp(l-noos) — (L= n|,. o Nyx) =
c€G(L/K)
(6.3.2.) > (IndZp(1—noo™)—(1—noo™t|, )+
ceG(L/K)
+ Y (-nool|,)—(1-n| o Npx)
ceG(L/K)

La premiere somme porte sur des représentations de la “bonne” forme et
[cF: L] < [F: KJ; quant au terme

C= > (I-noo ')~ =nl, oNyk)
0c€G(L/K)

c’est une somme du type > +(o — 1), avec o caractére de L* et de déter-
minant det C' = (77‘1(* oNp/k)-Iloecn/mme 0*1|L)*1 = 1; on peut alors
écrire C sous la forme ) +(0—1)(0’ — 1), comme le montre le raisonnement
de la fin de la démonstration de 6.2. En remplacant W; ‘WL par (6.3.3.), le
facteur e correspondant a C sera alors 1, par I’hypothese de la récurrence. m

7. Estimations des valuations. Soit ¢ un caractere additif non
trivial de K*, fixé dans ce numéro. A un changement de notation pres,
la Proposition qui suit est la Proposition 11.5.12., p. 42, [Weil]. Elle nous
servira systématiquement dans tous les calculs décisifs.

7.1. Proposition. Soit n l'ordre du caractére additif ¢ et a € K.
Alors, pour tout m € Z, {(ax) = 1 pour tout x avec vk(x) > m si et
seulement si vig(a) > —n —m. m

La formule (2.3.1.) fait intervenir, pour un caractéere x de K*, un
élément a € K tel que x(1 + x) = ¢(ax), pour tout x € K tel que v(zx) >
a(x)/2. On s’intéresse a ces éléments.

7.2. Proposition. Soit y un caractére de K* avec a = a(x) > 0 et
te€ R, a/p <t<a. Alors il existe un élément a € K tel que

X(Ex) = ¢Y(ax), Vo e K,vkg(z)>t.

La valuation de a est —(1 4+ n(v) + a) et a est unique mod U (a — t).
Sit < «/2, pour a comme ci-dessus on a aussi x(1 + z) = ¢(ax), Vo €
K,vig(z) > o(x)/2. En outre, si y € K est de valuation plus grande que
a(x), alors x(1 4+ = +vy) = x(1 4+ z), pour tout z € Pk.

La démonstration est standard et on la omet. m
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7.3. Proposition. Soient E et L. des extensions galoisiennes finies de
K avec L D E, x un caractére de K*, n un caractére de Gal(L/E) ( on note
toujours n le caracteére correspondant de E*), avec a(x) > a(L/K). Soit
e l'indice de ramification de l'extension E/K,a = a(x), 8 = a(L/K). La
Prop.7.2. garantit I’existence des éléments:

a € K tel que x(Ex) = ¢(ax), Vr e K, vg(z) > a/p;

a' € E tel que x o N/ (Ey) = oTrg /k(a'y),Yy € E, ve(y) >

> Yk (a)/p;

c € E tel que n(Ey) =voTrg k(cy), Yy € E, ve(y) > Yr/x(B)/p;
b e K tel que UJ‘K* (Ex) =9(bx), Vo€ K, vi(x) > [/p.

Alors on peut choisir ces éléments de sorte que:
(1) b="Trg/x(c);
ii r_ _ _ el _
(i) vg(a' —a) < —n(YoTrg/x) s 1.
Démonstration. Tout d’abord on remarque que a(x o Ng/x) <

Ye/r(a(x)) et que a(n) < a(E/K) < ¢g/k(B); le caractere UJ}K* cor-
respond a un caractere de Gal(L/K), donc a(n; < . L’application de
la Prop. 7.2. est donc légitime.

(i) Size K,vg(x)> B/p,alors ve(xz) > eB/p > gk (B)/p, donc

Y(bx) =n(Ex) =Y oTrg k(cx) =Y(Trg/k(c)z)

k-

On peut choisir donc b = Trg; K (c).
(i) Soit y € E, ve(y) > ea/p. Par la formule (4.4.5.), on a Ng,(Ey
ETrg i (y)mod*Uk(a’), avec o/ > «, donc x o Ng/x(Ey) =
x 0 Trysc(3), Cest A dire o Trpy s (a'y) = $(aTre/x(4)) =
= ¥(Trp/k(ay)), puisque vg (Try) = e~ 'vp(Try) > e 'vp(y) > a/p.
Donc ¢ o Trg/ix((a—a')y) =1, Vy € E, vg(y) > 1+ea/p. Parla
Prop. 7.1., vp(a' — a) est au moins —(n(y o Trg /i) + ea/p + 1).

Observation. Dans la démonstration des divers cas de la conjec-
ture on peut supposer, pour simplifier les calculs, que n(y)) = 0, puisque
e((®;erW;) ® x) ne depend pas du choix du caractere additif ¢). Dans ce
cas, n(poTrg k) = dg K, la valuation de la differente de I'extension E/K.

8. Le cas n; = 2,n3 = ... = ny = 1. Dans ce cas, vu les réductions
démontrées, le probleme peut s’énoncer comme suit:

“Soit x un caractere de K, avec & = a(x) > 0 et N un entier positif.
Soient I = {1,..., N} un ensemble fini, F; une extension de K telle que
G1 = Gal(F1/K) est un p-groupe fini et E/K une sous extension de F; /K,
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cyclique d’ordre p. Soit 7; un caractere de Gal(F/E;) et, pour chaque
i € {2,...,N}, soit n; un caractére de K*. On pose 1 = a(F1/K) et
Bi = a(n;). On suppose que [; < a(x) pour tout i € I et que

2(a — B1) + Z(a - Bi) > «a.

=2

Alors 5((Ind§(1 —m)(1— 771|K*)) ® Hi22(1 —n)®@x) =17

Observation. L’inégalité de I’hypotheése o pour conséquence immédi-
N
ate > (a— ;) > ;. On va utiliser fréquemment cette obsérvation.

i=1
L’idée de la démonstration est la suivante: on exprime e((®;c;W; ® x)
comme un produit de facteurs du type e(x[[(1 — n;)), pour lesquels on
applique la formule (2.4.2.); aprés une évaluation des éléments qui intervi-
ennent, on exprime les facteurs du type x(14+C') comme ¢ (aC'); on démontre
que la valuation de aC est au moins —n(v), donc ¢ (aC) = 1.
Démonstration.
8.1. Soit € = e((Ind% (1 —m1) — (1 —m

E(Indg(1—771)®Hi22(1_77i)®>() i
e((t=m |, )®]],5,0=n)®%)
(-ne[],.,0-noNg/x@xoNp, i

e((t=m|, )], ,0-n)8x)

Pour abréger, on note ¢ la function de Herbrand ¢ g, g, e I'indice de ramifi-
cation ep k(e = ou e = p),d la valuation de l'idéal differente de I’extension
E/K,N = Ng/k,Tr = Trgk. On a aussi besoin de v = «o(E/K)
(évidement, v < 7).

Si E/K est non ramifiée, alors ¢ (t) =t pour tout t € R.

Si E/K est ramifiée, alors

it si0 <t <y
wE(t)_{pt—(p—l)v siy <t

Notre approche est d’essayer d’appliquer la formule (2.4.2.) a chaque facteur

€ dans la relation ci-dessus et on a donc besoin des éléments fournis par la
Prop. 7.2.. En ce qui concerne les conducteurs, on a

a(m) < a(E1/E) < Yr(b1);
a(nj| ) < a(Br/K) = B,
puisque 7; ‘ - correspond a un caractere de Gal(E1/K);
a(ni o Ng/i) < Vp(6:i);
a(x o NE/K) =Yp(a).

k*)) & Hizg(l - 77i) ®X). Alors

(8.1.1)




27 SUR UNE CONJECTURE DE DELIGNE ET HENNIART 265

Soient a,b; € K(i € I) et a’,¢; € E(i € I) tels que

a € K tel que x(Ex) = (ax), Vo € R, vk (x) > a/p;

b1 € K tel que nj‘K*(Ex) =¢(hx), Vo € K, vi(x) > (1/p;

b; € K tel que n;(Fx) = ¢(b;x), Vx € K,vk(x) > ;/p, pour tout i > 2;

a' € E tel que x o Ng /i (Ey) = oTrg/k(a'y), Vy € E,vg(y) > ¥(a)/p;

c1 € E tel que ni(Ey) =¢oTrg/k(c1y), Yy € E,ve(y) > Y /k(B1)/p;

ci € E tel que n;(By) = ¢ oTrg/k(ciy), Yy € E,ve(y) > Ye/k(6i)/p,
pour tout ¢ > 2.

Les valuations de ces éléments sont
vip(a) = —e(l1+a)vg(d) =—-(14+d+Yp(a)) = —e(l + a),
puisque o > a(E/K);
ve(b) 2 —e(14 B);ve(c) 2 —(1+d+9¢p(b)) = —e(1 + B1);
vp(bi) = —e(1+6i); ve(a) = —(1+d+ve()).

En fait, on a besoin plutét des rapports p; = b;/a,q; = ¢;/a’ et des
différences s; = ¢; — p;. On estime la valuation de ceux-ci:

(8.1.2) vic(pr) = a = bi; ve(q1) > YEe(a) —Yp(Bi) = e(a — B1);
S k) 2 a6 vk(@) 2 vs(e) - (B);

Soit r; = ¢; — b; pour i > 2 et r = a’ — a. Par la Prop. 7.3.,

ex eB;
vp(r) > —d—— —1letvg(r;)) > —d— bi -1
p p
Alors vp(s;) = v (22 =2 ) = vp (26 ]
> min |vg a’;ﬁr) , VE (a(’:jﬁr) . En regardant les estimations ci-

dessus, on obtient

( )zma)—‘f% v [(b] > vp(e) = 5 +ela = ).

a+r a+r)
C’est immédiat que la plus petite de ces valeurs est ¥ g (a) — eg £ donc
eB3:
(8.1.3.) ve(si) > ¢(a) — fz

Le lemme suivant est une conséquence directe du Cor. 2.4., obtenu par
réarrangement des facteurs.
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8.2. Lemme. Avec les notations du Cor. 2.4.,et en posant p; = b;/a,
on a

(82.1) : <><H<1 - m>> —

i€l

=TT+ ) T | T @ pp

JCI iel i€ JCI

8.3. En appliquant ce lemme, la formule (8.1.1.) devient

N (TLyes 1+ a()*)

(8.3.1.) e=x" Lo, (04 )0
- [ngu +q(7)7 ] i [N (e 0+ a)e)
" [Tescr(+p(1)=) ieI—{I?i [Licsc (1 +p(J))D)

Maintenant on regarde chaque facteur de cette relation.

Hle]gl(l‘i’q(J))g(J) _,
HIGJQI(L'FP(J))E(J) =1

8.4. On a Hy = n;* [

Démonstration. On remarque que v (p1---pn) > D ;e (@ — Bi)

>

B > a(m|.) et que vp(qr---qn) > Y, (p(a) — vE(8) > Ye(b) >
a(m).

1Puisque ngj(l + t(J))Y) = 1 (mod )(II;ti), on obtient

m (Tyer (0 +pW)D) =1 et ni (T (1+a()) ) =1,
Mais ¢y, (1 +H(J))F) = [Tigsc (1 +t(J))~*) mod ([, t;), donc

_ -1 H1ng(1+q(J))—€(J)] B
= [Huyg;(l +p(J)—cW) |

_ (1+p(J) +s())\*
‘”1[H< 1 +p() ) ]

1¢JCI

Lemme 1. Avec les notations ci-dessus, ve ([[;p; [ 11 s¢) > 51, pour
toute paire de sous-ensembles de I — {1} avec les propriétes J UT = I —
{1}, JNT =0,T # @.
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Preuve du lemme. En tenant compte des formules (8.1.2.) et (8.1.3.),

e
" (Hpj Hst> > Yt )+ X (vete) - )
J
Si F/K est non ramifiée, il suffit de prouver que

> (a—8) +Za—— >
J

H(N—1)a>51+25j+2%
J T

o p(N=Da>ps+> pbi+ > B
J T

***)

La derniére inégalité est vraie, si on tient compte de ( de I’Observation

3.3.
Si E/K est ramifiée, on doit prouver que

d pla=8)+> (pa—(p—Dm—B) >pb— (p— n
J T

Sp(N-Da>ph—p-Dn+pd> Bi+> B+d (p—m
J T T

& p(N=1a>pbi+(p—-D(T| -6+ _pbi+ Y B
J T

En appliquant toujours (***) de I’Observation 3.3., on se rend compte que
la derniere inégalité est vraie: on a

p+@—-D(T|=1) +plJ|+[T]=p(N -1) +1

et p > 2, ce qui assure les hypotheses de (***). m

Ce lemme permet donc de négliger dans le calcul de H; les mondmes
divisbles par un monéme du type [[; p; [[; st avec JUT =T —{1},JNT =
0, T # ©. J

Il faut calculer alors [];-; (%)6( ) (mod L), ou L est
I'idéal de Z[[(pi)r, (si)1]] engendré par {[],p; [1+ st}J ur=1,JnT =
0, T # 0}.
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Lemme 2. Soit I un ensemble fini, |I| = N. Pour chaque N-uple
d’entiers positifs ou nuls n = (n;); on pose |n| =, n;,n! =[], n;, J(n) =

{i € Iln; # 0}. Sip= (pi)1, soit p"™ =[], p}*. Alors, dans Z[[(pi)r, (s:)1]],
avec les notations ci-dessus, on a

1+ p(J) + s(J)) “'("):mo
/= E( (1+p(J)) > = tmodk

Preuve du lemme. Puisqu’il s’agit partout de séries aux coéfficients
entiers, il suffit de démontrer la relation dans Q[[(p:)1, (s:)1]]- On a

log [T (1 +t()*) => " e(J)log(1 +t(J)) =

JCI JCI
—1)" 1 " -1 n—1 N
= ZE(J)Z( ) HJ)" = Z( ) > ()
JCI n>0 n>0 JCI
Mais on a
et => ") > ot =
JCI JCI [N|=n,J(N)CJ
In|! _ n|! n N
> ot Yoo = D> (=)
|n|=n J(M)CJCI |N|=n,J(T)=1
Donc

o [T+ o = Y By ey

n
JclI n>0 [M|=n,J(N)=I

_ Z (_1)N+\n|71(|n‘ — 1)!tn

]
J(ny=I n

Revenant a f:

log f = Z (—1)N+|n|*1w ((p+ s)n_pn)
J(n)=I

n:
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Mais (p+38)"—p™ = (p1+s1)™ -+ - (pn+5n5)"™N —p7* - - - pRY est un élément
de L si n; > 1 pour chaque i. Alors

f=explogf=1mod L

Ce Lemme, combiné avec le Lemme 1, permet de conclure.

N(Hingl(1+q(J))E(J)) —
[, c,Gtp()=t) N

Démonstration. On remarque d’abord que

8.5. OnaHi:ni_1<

H (14 t(J)*Y) =1 mod H tj

i€JCJ i#jel

Ceci découle du fait que le produit devient identiquement 1 chaque fois qu’on
pose t; = 0 pour j # .
On peut donc écrire

II @+t @ =14+ > dat™
i€eJCI n; >0
n;>15#1

Par ailleurs, on a

J#i J#
et
wEﬁz a(1); o N
v | [[a | 2D (Wea—vus;) > 5 2 ( 5 )
J#i J#i
Donc

m | T Q+p@) @ | =m[1+ Y dp”
ieJCI n;>0
n;>1,j#i

1 _
=y (b Y dap™ | = b ) dapipt TR PR
n;>1,j7#i n;>1,j7#i
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2o Tr|e Z d.p™ |,
ny1>0
n;>1j#1
avec d,, € Z. Dans I’égalité 1 on a utilisé p; = b;/a et fait que n; > 1. Pour
I’égalité 2 on se rappelle que by = Trc;. La derniere somme porte sur des
mondémes divisibles par ps ... py.
En appliquant le méme procéde a n; o N, on obtient

nio N H(1+Q(J))E(J) =mnoN |1+ Z dng™ | =

ieJCI n1>0
nj>1, 57

PoTr | ¢ Z dng™| =voTr | Z d'npn ,avec les mémes

n1>0 n1>0
ny =15 ny =151

dp € Z. Si on fait le rapport des deux valeurs, on obtient

Hi=t¢o Tr| -1 Y dp(q"—p")
TLlZO
n,;>1 1

Chaque terme de la somme est une combinaison linaire de monémes de la
forme [, pj [ 17 s¢, avec JUT =T —{1}, JNT = @, T # (. Le lemme 2 du
paragraphe précedent montre que ces mondémes sont de valuation supérieure
ag(B1). Pour voir que H; = 1, il reste & prouver que 1+vg(c1)+v¥e(f1) >
—d< 1+¢p(f1)—1—d—vg(B1) > —d, évident. m
N, o, (a0 )\
[1,c,a+p()) ) N

Démonstration. On peut écrire

8.6. Ona H = X1<

[Ta+en)yP =1+ > hnt" avec hn € Z.
JcI J(nmy=I

Par ailleurs

VK(Hpi) > Z(a - Bi) > %
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oe[Ta) 2 Yosn o) » 45 = 2D

Par consquent

Z hnp™ — Tr | d Z hng" —

J(m)=I J(m)=I

= b1 Z hnpi* - py® PN — Trfa Z hngy” lqu"'q]T\L/N
J(m)=I J(m)=I

= w TI'CI Z h’n, 1 -1 TL2 : pN ql lng e qT]ifN)
J(n)=I
Mais I'expression ci-dessus est du méme type que H; dans le n° précédent.
H vaut donc 1, par le méme argument.
La démonstration est maintenant complete.

9. Lecas N=2,n1 =ny =2.

Dans ce cas, le probleme devient:

”Soit x un caractere de K, avec o = a(x) > 0. Pour chaque ¢ € {1,2},
on consideére: F; une extension de K telle que G; = Gal(E;/K) est un
p-groupe fini, F;/K une sous extension de F;/K, cyclique d’ordre p et n;
un caractere de Gal(E/F;). On pose 5; = a(E;/K) et

Wi = Indf (1 =) = (1-mly)
On suppose que f3; < a(x) pour tout i € {1,2} et que
2(a—p1) +2(a — F2) > a.

Alors e(W7 @ W @ x) = 1.7

Dans la démonstration, on distingue deux cas: Fy = Fy ou Fy # Fb
(on rappelle que toutes les extension considérées sont des extensions de K ).
On applique le méme principe qu’au paragraphe précédent, avec toutefois
des particularités pour chaque cas. Les calculs détaillés peuvent étre trouvés
dans ma these doctorale, parue a I’Université Paris-Sud.
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