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FORMULATION EN DIVERGENCE COVARIANTE POUR
LE MODELE DE NAGHDI
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ABSTRACT. The Naghdi’s bidimensional model for thin shells is considered.
By the use of covariant derivatives, we build on a mixed formulation which dualizes the
transverse shear only, the bending moment and the membrane stress being searched in
[L2 (w)]i The difference between this formulation and the one of [9] is that this one
approximates these quantities themseves and not their products with the square root of
a. Existence and uniqueness of the continuous’s and discrete’s solution problems are
proved. The same results of error approximation are obtained as in [9].

Resumé. On considére le modele bidimensionnel de Naghdi pour les coques
minces en flexion. On construit une formulation mixte, duale en cisaillement et primale
en l'effort membranaire et le moment de flexion qui approche, moyenant la dérivation
covariante, ces quantités elles mémes, et non pas leurs produits avec la racine de a,
comme dans [9]. L’existence et 'unicité de la solution continue et discrete sont montrés.

On obtient le méme type de majoration d’erreur que dans [9].

1. Introduction. Cette note fait suite a [9] ol on a introduit une
formulation mixte pour dualiser le cisaillement transverse dans le modele
de Naghdi et laquelle employait la notion de divergence pour celui-la. Les
quantités approchées étaient toutes multipliées par la racine de a, et cela a
cause de la formule de liaison entre la divergence covariante et celle classique
d’un champ de vecteurs tangent a la surface moyenne de la coque, i.e.:

1
Divv = sz'v(\/&v).
~ a ~
Le reflex d’avoir une formulation homogeéne a conduit a ’application
de la méme procedure pour les deux autres inconnues, qui sont des tenseurs,
le résultat étant donc qu’elles aussi étaient multipliées par la racine de a.
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En gardant la méme idée directrice, on cherche le cisaillement trans-
verse dans H(div;w), leffort membranaire et le moment de flexion dans
[L?(w)]%, mais on approche ces quantités elles mémes et non pas leurs pro-
duits avec la racine de a.

Le principe de démonstration reste le méme que dans [9], sauf qu’il
faut adapter les raisonnements pour le cas de la divergence covariante, ce
qui conduit a une plus grande technicité et longueur des démonstrations.

2. Preliminaires. Par la suite, les lettres grecques (sauf €) prennent
leurs valeurs dans ’ensemble d’indices et d’exposants {1, 2} et celles latines
les prennent dans I'ensemble {1,2,3}. On utilise la convention de sommation
des indices répétés.

On considere une coque élastique, constituée d’un materiau homogene
et isotrope et incastrée sur tout son bord lateral. Pour les notations ainsi
que la description de la géométrie de la coque, on se reporte a [3].

On utilise également les notations introduites dans [9]. Ainsi, on pose:

T = (3,2772% X = (C3, (Ca)1<a<2s (Sa)1<a<2);

R = (RI,IEQ,IES); Y = (03, Ma)1<a<2s (Ta)i<a<2);

W = H(div;w) x [L*(w)]s x [L*(w)]5;
M = L?(w) x [Hq(w)]* x [H(w)]*;

Ja3p3 = %aam Yappo = % [aapaﬁa + Gacapp — %aaﬁarm} ;
Yap() = 5 (Nalp+18la) —bapns; Yas(m,7) = 5(Banz+001,+74);
Xap(1,7) = 5(Talp+7sla) = 508.(1pl5 —bpsn3) = 50510 |a —baot3);
a®Pro — fj‘—é‘uao‘ﬁaw + 2,u(a°‘paﬁ" + ao“’aﬁp); a®3h3 = 81108

De plus, on note:
BT =R"Ts B = (@) _
Eap(v) = 3(valp +vsla; Grad (v) = (vals)1<a,s<2;
H(Div;w) = {2 € [L*(w)]*; Divv € Lz(w)};
[H (div;w)lf = {T = (T*")1<ap<2,

V3 =1,2,(T°"T ¢ H(div;w), T'? = T?'};
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[H(Div;w)]2 = {T = (T*")1<a,p<2;

V3 =1,2,(T*")T € H(Div;w), T'? =T?'}
D’apres la définition de la dérivée covariante, il s’ensuit:
Divg =0y = divg + Fgﬁvﬁ;
B
DwT> =T, =T + T2, T + TV T,

et en utilisant I'existence de K7 et K5, deux constantes strictement positives
telles que:

(1) K < {\/&7|aaﬁ|’|rgﬂ|a’baﬁ|7|caﬁ|} < Ko

(p € C3(w; R?)), on obtient le résultat suivant:
Proposition 1. v € H(div;w) si et seulement si v € H(Div;w).
T € [H(div;w)]? si et seulement si T € [H(Div;w)]?. n
La définition de a ainsi que les formules de Gauss (voir [2]) conduisent
a l'obtention de:

Proposition 2. On a l'identité:

(Va),a = Val'?,.

Adaptées aux dérivées covariantes, on a les formules de Green sui-
vantes:

Proposition 3. VR € H(div;w), Vv € H}(w):

(2) / vDiv(R)vadw + / R - gradvy/adw = 0;

VT € [H(div;w)]?, Vv e [HE(w))*:

~
~

(3) / v - DivTVadw + / T: E(v)yadw = 0.

~ ~
R
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Démonstration. On montre d’abord une formule analogue a (3) ou
on remplace F(v) par Grad(v) et ensuite on utilise que pour un tenseur

symétrique T on a:

Zlﬂ

E(v) = TGrad(v).
|

Remarque 1. De la démonstration de la Proposition précédente on
déduit la formule suivante:

1

ce qui permet de réduire, a ﬁ preés, la divergence covariante a celle classique,

mais cela pour un champ de vecteurs tangent a la surface moyenne de la
coque.

Le probléme continu. On considére les formes bilinéaires A%(, ),
BO(-,-) et la forme linéaire F(-), définies par:

AYT,R) = " %to‘3ga3,83Rf3\/5dw + [, énaﬁgagpaRSU\/adw—F
+ ws%mo‘ﬁgagpgRgafdw
B(R,Y) =3[ DivR nsyadw — 3 [ R3En,\/adw—
~1

—3 [, Ri¥ravadw — [, RS vap(Y)adw—
_f R3 Xaﬁ )\/adwv
F(Y) = [, p'nivadw.

La formulation primale du probleme de Naghdi est:

trouver X = (C’i> eV =[H}w)]® tel que:
W W= (1) €V, a(X,Y) = b(Y),

~

avec:
a(X,Y) = [, €077 5,0 (X)Yap(Y)V/adw+

+ [y 50 X o (X)xap(Y)Vadw + [, 0353703 X)y55(Y ) v/adw,
= prlm\/&dw
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La formulation variationnelle mixte étudiée est la suivante:

trouwver T € W, X € M tels que:
(5) VR e W,A°T,R) + B°(R,X) =0
VY € M,B%(T,Y) = —F(Y).
Théoréme 1. Le probleme (5) admet une solution et une seule

(T, X). De plus, X est la solution du probléme primal (4) et si on pose les
relations:

199 = 29 (X))
(6) n? = f':aaﬁpa'Vpa (X);
meB — %aaﬁp"xw(}(),

alors la paire (X,T = (t,n,m)) est solution du probléme (5) et I'équation:

1
(7) —§D7,’l)t — naﬁbaﬁ + mo"gcaﬁ = p3
est vérifiée p.p. dans w.

Démonstration. Elle est analogue a celle du Théoreme 1 de [9], mais
pour construire le rélévement R: M — W le probleme auxiliaire qu’il faut
considerer est le suivant:

trouver @y € [HY(w)]®> tel que:
e b oy € G ) = B
avec:
Ai(py ) = [ {a" a3y )78 (¥) + P vas(0y ) Vp0 (1) +
+aP7 xap(0y ) Xpo (V) }adw,
BYw) == [ {nsbs + EP(n1,m2) Eap (b1, ¥2)+
+E*8(ry,12) Eag(wi, we) }adw — [ {natha + rawas}vadw.

Ceci grace au fait que I'extention de I'inégalité de Korn aux dérivées
covariantes (voir [8], Lemme 2.4) s’écrit sous la forme:

(/w Eag(g)Eag(E)dw+Lvavadw>

est une norme équivalente a la norme naturelle de v sur [H!(w)]?. n

1
2
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Remarque 2. Les équations d’équilibre prennent la forme:

—%Divz —nPbag +m*Peag = p?

s

— <Div Q) + (mPob)]o + 5305 = pPf
8

- <Dz’v @) + 183 =

Le probleme discret. On travaille dans le méme cadre discret que
dans [9], c’est a dire qu’on suppose l'ouvert w convexe et polygonal [1]. On
considere k > 0 un entier, 75, une triangulation réguliere de @ au sens de
Ciarlet [5], Dg41 lespace de Raviart et Thomas d’ordre k + 1 [7] et Py
I’espace des polynomes de degré au plus égal a k.

On pose:

Wiy = Wh1 X Who X Wipo CW; My, = Mpy X Mpa X Mpa;

WhlZ{R eWy; YIT'e€Th, R |T€Dk+1};
~h ~h

Wha = {R eWsy, VT €T, R |T € [Pk];l} ;
Mp1 = {nn € My; VT €Ty, nnlr € Prls

MhQ—{R € Mp; VI'€Tn, R ’TG[PICHP}'
~h ~h

Le probleme discret s’écrit sous la forme suivante:

trouver Tp € Wy, X, € My tels que:
(8) VRy € Wy, A°(Ty, Ry) + BY(Rp, Xp,) =0
VY, € My, B (Th,Ys) = —F(Y3,)

Théoreme 2. Sous ’hypothése que le probleme auxiliaire est plus
régulier et pour h assez petit le probléme (8) admet une solution et une seule
(Th, Xpn).

Démonstration. Lellipticité de A°(-,-) sur KerB) résulte en prenant:

Ry, € K6T82 C Sh = {Rh S Wh; YY), € My, x {0, O}X

x{0,0}, B(Ry,Ys) = 0},

Y, = (thRhl, 0,0,0,0),

Div"R =divR +Py(T$,Ry) = DivR + DivhR — DivR
~h ~h ~h ~h ~h



7 LE MODELE DE NAGHDI 7

avec P}, la projection au sens L? sur I’espace des polynomes Pj.
Alors:

%fw (DivR + Div"R — DivR )DivR Vadw+
~hl ~hl ~hl ~hl

(9) + [ R bag <Dw R +Diw"R — DivR ) Vadw—
~hl ~hl ~hl

—fw Rzgcag <Dz’vR + DivhR  — DivR ) Vadw = 0.
~hl ~hl ~h1

Or Div"R — DivR = Pp(T$,Ry,) — TS R,

~hl ~hl
Les propriétés de la projection Py jointes a la relation (1) conduisent a
I'obtention de:

|IDiv® R — DivR low < CIIR 0w
~hl ~hl ~hl

En conséquence, 'utilisation de I'inégalité de Cauchy— Schwartz et de
la relation (1) dans (9) donne:

IDivR 5. < 2C{HR lo.wlDivR low + 1R lowl[DivR o+
~hl ~hl ~hl ~h2 ~hl

+IR lowllR llow+ IR llowlDivR ow+
~h2 ~h1 ~h3 ~h1

O,w} .

L’inégalité de Young conduit & |[DivR |lo.w < C||Rhllo,w-
~h1

+IR low
~h3

R
~n1

Finalement ||Ry|lw < C||Rpl0,w-

Or l'approximation est conforme et donc on obtient Dellipticité de
A%+, ) sur KerBY.

Quant a la condition de Babuska—Brezzi (en discret), elle est obtenue
en supposant plus de régularité sur le probleme auxiliaire, i.e.

Par conséquent ||divR 0w < C||Rhllo,w-
~hi

(10) ¢y € [Hy)PP W w)’, 0<s<1, ¢=22, (s+1)g>2

et |y lls+1,4 < ClIY -
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En effet, la condition inf-sup en continu conduit a la construction
d’un relevement R tel que:

VY € M, B(RY,Y) > C1|[Y |3, et [|RY lw < C|[Y|lar.

L’hypothese de régularité (10) donne ¢y € [W5Hh4(w)]°.
La définition du relévement R et le Lemme 5.5 de Necas [6] conduisent

RY € [W9(w)]? x [W*(w)]{ x [W(w)];.

De plus, VY € M, [|RY ||s,q < C||Y || ;-
On note pour VY, € M}, par:

R=RYy=(R.R.R);
R zé’,’f“R R
~hl < h2

R :PkRv Rh:<R ,R R )EWfM
~h3 ~3 ~hl =~h2 =h3

=PrR ;
~9

avec 55*1 Iinterpolé équilibre.
Par conséquent VY, € My, [|[RY}||s,q < C’||Yh||M
Or BY(Ry,Ys) = —B%(R — Ry, Y:,) + B°(R,Y},). Mais la définition de

BO(-,-) permet d’écrire:

L, <DwR DwR )nhg\/ﬁdw—
—5 [ (R — Rag)bﬂnhﬁfdw—
%f (RQS Rhl)rha\fdw_
—([,,(R5? = Ry o (Ya) Vadw—

— [ (RS” = Ry )Xap(Ya)vadw,

B(R—Ryp,Y,) =3

La définition de la divergence covariante conduit a:

A
DivR — DivR = <dw£;j+1R — divR ) +T¢, ((55“3 > —Rf?’) :
~1 ~1 ~1

~hl ~1

En écrivant /a = Py(v/a) + (vVa — Py(y/a)) on obtient ensuite:
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B°(R—Rp,Ys) =3[, (—divg,’f“R + divR ) N3 Po(v/a)dw+
~1 ~1
+3 /. (—divﬁﬁ“R +divR )nhs(\f — Po(v/a))dw+
~1 ~1

A
+3 [0 <— (&’f“R ) + R%S) Mhs/adw—
~1
—1 (RS — RV 5y/adw—
—3 [ (RS = Ry )rhay/adw—
— [ (RS — By ) yas(Yn) Vadw—
— | (RS? = Ry Xap(Yi)Vadw.

Les propriétés de l'interpolé équilibre nous donnent que le premier
terme est nul.
L’inégalité de Cauchy—Schwartz et (1) conduisent a:

[Yallallva — Po(va)llo,w+

+CIET' R~ R llowlYallar+
~1 ~1

BY(R— Ry, Yn) <C|divEF''R — divR |ow
~1 ~1

+CIIR = PiR llowlYallar + ClIR = PrR llo.wYallar-
~2 ~2 ~3 ~3
Or \/a € C%*(w), donc \/a € W*4(w) et par conséquent d’apres [10]:

IVa = Po(va)llo < ChH 5]Vl g

De plus /a < K; et alors |\/a|s,, < C.
D’autre part d’apres [1] divEf ™' R = Py (divR ) et donc les propriétés
~1 ~1

de la projection P donnent:
_z2
B°(R— Ry, Yn) < COh'74|RYallw|[Yallar + CHRh = R [low|Yalla+
~pl o~
+CIR = PrR llowlYnllar + ClR = PrR [lowlYallar-
X9 ) 2 =2
Or d’apres [1]:

IEFTD — o < CREFIE P

S?q
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et par conséquent:

_z2 st1_2
BYR— Ry, Ys) <CRTV|RYulwlYalla + CRF 4R s gl Yallar+
~1

. 2 s -2
FORTTHR Lag[Yallar + Ch™ 5 IR JagllYallar

Donc:

BY(R = R, Y3) < Ch*H1 73 | R | | Yallar-
Or [|RY4|ls,q < C||Yn|[ar et alors:

B°(R — R, Y3) < C1h* 175 |1V .
D’autre part B(R,Y}) > Co|Ya |3,
Donc:
B°(Ry,Yy) = (Ca — CLh*™ 1) |1V |13,.

En prenant

O, Fra?
h<hy<|—= ,
<ho< ()

1

on obtient:
B(Rp,,Yy) > C|[Yall3s,

2
avec C = (Cy — (4 th_Q, une constante strictement positive et indé-
pendente de ’épaisseur £ et du parametre de discretisation h.
D’autre part ||Rp|lw < K||Yy||am et donc la condition inf- -sup en
discret est assurée.

Remarque 3. On obtient les mémes résultats de majoration d’erreur
que dans [9].

Remarque 4. Les résultats restent vrais si on employe, au lieu de
Dy 1, un des espaces: BDMy 1, BDFMy 1, BDMjj1), BDFMj,q) (voir
[4] pour les notations), les deux derniers étant utilisés dans le cas d’une
triangulation formée par des quadrilateéres.
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