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FORMULATION AUGMENTEE POUR LA DUALISATION
DU CISAILLEMENT TRANSVERSE
DANS LE MODELE DE NAGHDI

BY

GABRIELA TARDEA

Abstract. The Naghdi’s bidimensional model for thin shells is considered. We
build an augmented formulation that corresponds to the mixed one introduced in [6].
Existence and uniqueness of the solution in the continuous and discrete case are proved.
A result of error approximation is established. The advantage of this method consists
in the possibility of elliminating the suppositions made upon h and the regularity of the
auxiliary problem in the case of the mixed formulation of [6], in order to obtain existence
and uniquenesss or the discrete solution.

Resumé. On considére le modele bidimensionnel de Naghdi pour les coques
minces en flexion. On construit une formulation augmentée au sens de Brezzi—Fortin [2]
correspondante & celle mixte introduite dans [6]. L’existence et l'unicité de la solution
continue et discrete sont montrés. Des majorations d’erreur sont établies. Cette méthode
permet de se dispenser des suppositions que h soit petit et que le probléme auxiliaire soit
régulier, nécessaires pour 'analyse de la précédente formulation.

1. Introduction. Cette note fait suite & [6] ou on a introduit une
formulation mixte pour dualiser le cisaillement transverse dans le modele
de Naghdi. L’existence et 'unicité de la solution de ce probleme étaient
obtenus sous la condition que h soit petit et en imposant une régularité
suplemmentaire pour le probleme auxiliaire.

En demandant que I'inconnue primale soit cherchee dans
V = [H}(w)]?, on introduit pour y rémédier une formulation augmentée au
sens de Brezzi—Fortin [2] pour laquelle on n’a plus la condition de compati-
bilité entre les deux espaces a satisfaire. Pourtant, le choix des parametres
dans la formulation reste un probleme assez délicat, et cela a cause de la
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forme de I’équation d’équilibre pour le cisaillement transverse dans laquelle
intervient également le moment de flexion et leffort membranaire.

2. Le probléme continu. Par la suite, les lettres grecques (sauf
¢) prennent leurs valeurs dans I’ensemble d’indices et d’exposants {1,2} et
cellles latines les prennent dans ’ensemble {1,2,3}. On utilise la convention
de sommation des indices répétés.

On considere une coque élastique, constituée d’un materiau homogene
et isotrope et encastreé sur tout son bord lateral. Pour les notations ainsi
que la description de la géométrie de la coque on se reporte & [1].

On utilise aussi les notations introduites dans [6]. Ainsi, on pose :

1 1 1 1
A(T,R) = | =3 £ —; / B g aspe RET —d
( ) /w5 Ja3p3ity Ja w + y E” Yappo ity Ja w+

3 o1
+/w€3maﬁgocﬁpO'R§ ﬁdw,

B(R,Y) = ;/

w

1 1
divR nzdw — 2/R?3bgnpdw— Q/Rffgradw—
~1 w w
— | R$Pyp5(Y)dw — | RYPxus(Y)dw;
2 %vﬁ( )dw 3 Xaﬂ( )dw;

F(Y)= /w p'nivadw;

T= (E,Q,Q)QX = (@3, (Ca)i<a<2s (Sa)1<a<2);
R= (517 627 Eg); Y = (n3, (na)1§a§27 (Ta)1§a§2)§

W = H(div;w) x [L*(w)]; x [L*(@)]s; M = L*(w) x [Hy(w)]* x [Hg(w)]*;

o = Qo3
9333 iE B

JapBpo = E GaplBo + AacApp — maaﬁapa ;

aa3,83 _ 8Maa,8;
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4\
a®Pro — oo +’;Iua“6ap” +2u (a“paﬁ" + a“"aﬁp) ;

—_

7&5(77) = ) (77046 + 776|a) - ba6773;

—_

Yaz(m, 1) = = (Danz + V2n, 4+ 7o) ;

)

1 1.
Xocﬁ(ﬁﬂ”) = 5 (Tal,B + T,8|a) - 562 (np|,8 - bpﬁn?)) - §b,8 (770|a - baan?)) ;
En vue de I’établisement de la formulation augmentée au sens de
Brezzi— Fortin [2] correspondante a celle établie dans [6], on rapelle d’abord
que cette derniere s’écrit sous la forme :
trouver T'e W, X € M tels que :
(1) VRe W, A(T,R)+ B(R,X)=0
VY e M, B(T,Y)=—-F(Y).

On note par C; et Cy les deux constantes telles que :

(2) R%Ga3psR’ > C1R*RY; R®Pgnp,0RP7 > CoR*PRYP
et par K; et Ky celles pour lesquelles on a :
(3) K1 < {Va,|aagl, [bagl, cap|} < Ka.

On pose :

C = min(C1, Cs,3C5).
Soient a et b deux parametres tels que :
a>0;0<b<1;(1-0b)C > 16aK3.
On considere les formes bilinéaires A, (.,.), B1(.,.),J(.,.) et la forme
linéaire G(.) définies par:

1 1
A (T,R) = (1 -b)A(T,R) + a/ —divtdivR dw + 2a/ gno‘ﬁbagdivR dw—
~1

w ~ ~1 w
(.
—2a | =m*cqpdivR dw,
w € P
J(YvX):b/ {20 53(X)5a3(Y) + a7 70(X)rap(Y) } Vadwt
3
b / 0P X o (X) s (V) ade:;

/w pdwR Vadw;
—b)B(

Bi(R,Y) = Y).
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La formulation variationnelle étudiée est la suivante :

trouver T' € W, X € V tels que :
(4) VR e W, Ai(T,R) + B1(R, X) = G(R)
VY eV, Bi(T,Y)—-J(Y,X)=—-F().

Théoréme 1. Le probleme (4) admet une solution et une seule
(T, X). De plus (T, X) est la solution du probléme(1).

Démonstration. On considere la forme bilinéaire fb(.,.) et celle linéaire
fl(.), définies par :

FO(T, X),(R,Y)) = AL(T, R) + Bi(R, X) — By(T,Y) + J(Y, X),
FI(R,Y)) = G(R) + F(Y).

Le probléme (4) est équivalent au probléme suivant :

(5) { trouver T' e W, X € V tels que :

VR € WYY €V, fb(T, X), (R,Y)) = fI((R,Y)).

Moyennant le Lemme de Lax—Milgram, ’existence et 'unicité de la
solution du probleme (5) sont obtenus. En effet, l'ellipticité de la forme
bilinéaire fb(.,.) revient a celles de A;(.,.) et J(.,.). Celle de la derniere est
un résultat de [1] (voir aussi [3]). Quant a celle de A;(.,.), considerant la
définition de A(.,.), il s’ensuit que :

Al(R,R):(l—b)/w L Re3gos R f ot
1

1-b) [ —RSPguppe RE —=

+(1=0) [ 2R guse B
1
(1-0b) | =R’ guppo d ~(divR )*d
/ 57 gason R fwﬂl/g(wljl) wt
—|—2a/ “R$%bapdivR dw—2a/ gRgﬁcaﬁdwR dw.
~1 w ~1

Les relations (2) et (3) donnent ensuite :
A1(R,R) > (1-b) 15 Iz 16+
+1 =)t Iz B+ (1-bEg Iz, I3, + a1||dwR 16+
+2a fw ERz’gbagdwR dw — 2a fw ER3 cagdwR dw.
~1 ~1
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L’inégalité de Young utilisée pour les deux derniers termes de droite
conduit a :

AVBR) 2 (0= BEEIR [+ (- DLEIR [+
+1 -0 Iz I, + %%IIdwR I6..—
_4aé”R§¥ﬁbaﬁHo,w - 4‘1; ||R3 Caﬁ||0,w~
On employe ensuite la relation (3) pour aboutir & :
AVRE) = (=D IR B+ (=D IR

+(1-b)&% HR 18,0 + ;” IIdwR 18,0~
—16G%K2 ||B2||O,w - 16aiK2 ”Eg”o,w-

Or -1 > —6% et alors :
A(RR) > (1 =D)L EIR (30 + §EdivR 3.+
(1 =0)5 ~ 16aK3] IR 7.+ & [(1 - 0)& — 16aK3] 1R 3.

Les conditions imposées sur les paramétres a et b donnent que :

1 1 1
A1(R,R) > K | =R I3 (dive) + — =R I§.0] -
(R R) 2 K218 P + £ B+ 1R 1B,

Pour montrer la deuxiéme partie du théoréme, on prend (T, X), la
solution du probleme (1). D’apres [6], on sait que les relations suivantes
sont verifiées :

13 = ¢ aao‘3ﬁ3'ygg(X),
nof = sﬁaaﬁp”'ypa(X),

moP = /a7,y (X),
divt +2n*Pb,s — 2m*Pc,s = —2p*\/a p.p. dans w

et que X € V.
On veut démonstrer que (7, X) satisfait la deuxieme de (4) et pour
cela, on utilise que (7, X) vérifie ’équation :

VY € M,B(T,Y) = —F(Y).
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Par conséquent, on a :

VY € V,B(T,Y)+b [ (t*° — ey/aa®353(X)) Ya3(Y)dw+
+b J, (naﬁ - 5\/aaaﬁp07pU(X)) Yap(Y)dw+
b [, (1 = 5 Va0 (X)) xap (Y )do = —F(Y).

L’utilisation de la définition de 7,3(Y) ainsi de la formule de Green
conduit a 'obtention de la relation désirée.

Pour obtenir que (7', X) vérifie aussi la premiere équation de (4), on
utilise que (7', X) satisfait 'autre équation de (1), i.e. :

VR e W, A(T,R)+ B(R,X) =0.
En conséquence, on a :
VRe W,(1-b)A(T,R)+ (1 —b)B(R, X)+

af 1 <div£ +2nPbag — 2m Py + 2p3\/5> dz’v]jldw =0,

d’oti la premiére équation de (4) est déduite.
La conclusion du théoreme s’obtient de l'unicité de la solution de (1)
(voir [6]). m

3. Le probléme discret. Les deux espaces discrets W;, C W et V), C
V peuvent étre choisis indépendament I'un de 'autre grace au fait qu’on n’a
plus la condition de compatibilité entre les deux espaces a satisfaire.

La formulation discrete est la suivante :

trouver Ty, € Wy, X € Vi, tels que :
(6) VR € Wi, A1(Th, Rp) + B1(Ry, Xn) = G(Rp)
VY, € Vh,Bl(Th,Yh) — J(Yh,Xh) = —F(Yh).

Theoréme 2. Le probleme (6 ) admet une solution et une seule
(Th, X1).

Démonstration. On utilise le méme raisonement que dans le cas con-
tinu car I'approximation est conforme. m

Remarque 1. On note que l'existence et 'unicité de la solution de
(6) sont obtenus en se passant de la supposition que h soit petit est que le
probleme auxiliaire soit régulier.
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Remarque 2. Pour le sous—espace discret de H(div;w) on peut
utiliser les éléments finis de type Dy, (voir [4]), ou BDM),, BDF M), BD M,
BDF My, (voir [2] pour les notations), les deux derniers étant utilisés dans
le cas d’une triangulation formée par des quadrilateres.

4. La majoration d’erreur. Tout au long de ce paragraphe on
étudie la majoration d’erreur en utilisant des normes qui dépendent de
I’épaisseur ¢.

On tient également compte de la variation des forces exterieures selon
I’épaisseur en posant P =&’ f, i = 0,1,2,3, avec f une force independante

~ ~

de I'épaisseur e.
Les formes bilinéaires A (.,.), J(.,.) et celle linéaire G(.) devient:

Ay(T,R)=(1-b) [, gi—lta?’gagﬁngi’%dw

+(1_b)fw gi_lnaﬁgaﬁpaRPU\}dw‘F f et =3 ma gaﬁpaR3 wa—i—

+a fw e~ divtdivR dw + 2a fw ei_lno‘ﬁbagdivR dw—
~ o~ ~1

—2a [ e 'm*PcqpdivR dw,
~1

J(Y,X)=b [ e a"y53(X)va3(Y)Va dw+
"‘bwal_iaaﬂpa’Ypa( )Vaﬁ( )\f dw+

3—1
o S50 X o (X)Xap(Y)Va dw,
G(R) = —2a [ e 'p*divR v/a dw.
~1

Quant aux formes bilinéaires By (.,.) et F(.), elles restent inchangées.
On considere respectivement dans W et V' les deux normes suivantes :

N

|Rllw.e = ( R B + IR B+ IR uw) ,

. 2
+e7 Y a3+
a,f=1

2
= < > ea)I3

Nl

2
+e7t Y ||onﬁ(Y)||(2),w>

a,B=1
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On dénote par A; la constante de continuité de A;(.,.), par «a; la
constante d’ellipticité de A;(.,.), par D; la constante de continuité de J(.,.),
par p la constante d’ellipticité de J{(.,.) et par By la constante de continuité
de Bl(., )

D’apres la définition de B (.,.) et en utilisant une formule de Green
on obtient :

Bi(R,Y)=—(1- b)/ R&%~05(Y )dw — (1 — b)/ RS ~o5(Y )dw—

(1= 1) [ RS xas(¥)do

Par conséquent, B; est une constante qui ne dépend pas de . Le
Lemme de Céa donne alors la majoration d’erreur suivante :

| Th—T|we+ | Xn—X|ve gC{Rigf T — Rp|lwe+ i
h h

£ | th&h | X —Yallv,e}-

Il s’ensuit alors :
et = i +elln, = nlow+lm = mlo, + X, = X[y <

< C(infr,ew, T — Rullw + infy, ey, |X = Yallv),

avec C' une constante strictement positive et indépendante de ’épaisseur e
et du parametre de discretisation h, quant p =&*, f,¢ =0, 1, 2.

Dans le cas ou P = €2 f, on obtient la majoration d’erreur suivante :

~

52”15% - ZHH(diu;w) + €2||2h - ZHO,w + €H7gh - @Ho,w +e||Xn — X|lv <

< O (infg,ew, IT — Rullw + infy, ev;, | X — Yallv),

avec C une constante strictement positive et indépendante de 1’épaisseur &
et du parametre de discretisation h.

Remarque 3. On note qu’on obtient les mémes résultats de majora-
tion d’erreur que pour le cas de la formulation mixte (1), sauf bienstur que
cette fois—ci I'inconnue primale appartient a ’espace V.
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