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SUITES SPECTRALES ET /-RESOLUTIONS D'UN SYSTEME
PROJECTIF
PAR
GHEORGHE I Tig

concernant le caleul des
cohomologic de¢ Miron-Pop, dans

Nous avons présenté quelques résultats
termes des suites spectrales  en
le travail [5].

Dans cette note nous continuous Vétude en appliquant la théoric
des suites spectrales au cas des morphismes de systémes projectifs diffé-
rentiels (théoreme 2.2). A 'aide des suites spectrales et en utilisant la notion
de J-résolution d’un systéme projectif, [4], nous démontrons dans le §3
(théoreme 3.1) un théoréme de type de Rham en cohomologic dec Miron-
Pop.

1. Rappelons quelques résultats obtenus dans (5L

Soit =@ P? un systéme projectif différentiel sur le / demi-treillis

720
(/; <) et désignons par C7(], %) le groupe des cochaines de dimension
P associe au systéme projectif 12, pour fe 4,
Le groupe C(J, I"y= @ Cr(J, I'?) possédc une structure de complexe

. P20, 920
double, les deux différentielles étant

dr8 =252 : CMJ, P?) —— Crt1 (J, P9,
(87 est I'homomorphisme de cofrontitre associé au systémce projectif P7) et
B = (- \yr(d*y 2 Cr([J, D1y —— Co(], Dry)

(I'homomerphisme (a-’;‘)" estinduit par la différentielle ¢ du  systéme
projectif différenticl ). Les sous-groupes

=0 L p=0 -
'CP(J’ 1;*)__@ C»(J’ In.v); “Cq(j, P‘)_ & C'(j, 1)!1)
Pz 7>4¢
définissent la premiére, resp. la deuxiéme filtration du complexe double
C(J, Iy, "Ept et "E? étant les termes de la suite spectrale correspondant
a la premidre, resp. a la deuxiéme filtration du complexe C(/J, I’"), nous
pouvons énoncer le
Théoréme 1.1. [5] Si les systémes projectifs PP. p>0, son! canoni-
ques alors, pour toul J €4, sont valables les isomor phisines

"EP = Hr(lim ("),
0 1 (lim (1))

iel
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1=

20 S0t 2] Py Ker df Mlors o e Dyt ey, done
AL A7) (@S P, )
4220

définit une snite semi-exacte, sous-suite de (O 17), D). Alors Vinclu-
sion de suites seni-exactes 749 f, PY)>C(f, 7Y induit les homomor-
phismes

Hr(y Hrgeze ], Py—H2C g, 1), pzo
Drautre part

(1) L] Py == "B,

et en appliquant le théoreme 1.1, nous avons la
Proposition 2.1. Pour tont svsidme  projectif différenticl 1" sur le
Cdemi-treillis (10 <) il existe les homomor phismes

W UER e O, )

St bes syslémes projectifs ¥, p 20, sont canonigues alors il existe des humo-
morphismes

WM (P - = TG Y
——
el
Les homomorphismes 27 ¢t 27, définis plus haut, seront utilisés dans
la démonstration du
Théoréme 2.1. 57 les systémes projectifs I b2 0, send canoniques
of siles suiles 1], 17y sont acveligues pour toud g =1, alors il caiste une
sutle speddrale de ferme L . donnd par

(2) ER==r(f, XNy,
ol dond le terme B est le groupe gradud associé ¢ une fillration de la siile
fim (7).

é._._
ef

Démonstrafivn. Les  suiles H' (/. ). ¢= 1. {tant acyeliques. on
déduit que 247 —=0 pour tout ¢ = 1. En (011sldu“ant la premiére suite spee-
trade du complexe (‘rj. . r 1\(,111()rphlanu (2} est une conséquence de la
proposilion 2.4, |5 . 7"(] 1‘ CdR) peut fre considéré comme une suite
double dont Ja premidre (Ilfttunlu He est nulle et la deuxieme  est adf.
\ors

CERCLS, DY) I LS ),

donc

(3) CERCZM S PN 1) T ER (AL )0

pour ¢ 2 1. Dautre part. pour le complexe double €(J, 1) nous avons
() ENCU P = OO TN RO P =0, g

Mais les suites semi-exactes IO/, 7)) et "2, ') sont isomorphes
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ctoalors de (3) et de {4 nous elitenons
CERCS T L T =R L P

1 vésulte que Finclusion @ induit un isomorphisme entre les suiles spectrales
L atiachdées aux complexes 20007 et Cf L0 Done (01 L $4.50 théo
reme 4300 £ induit un isamorphisme entre leurs groupes de cobomaelogic,
Nous avons prouvd ainsi gue les homomorphismes 720 sont bijectifs. La
démonstration sachéve on remarquant que o/ sont aussi des isomaorphisimes
parve que fes systemes projectifs P70 p> 00 sont canonigues

Théoréme 2.2, Soft [ 1"—Q" it near phisnie .f.- Susiéutes projecti fa
lf firenticls sur Te f drn.'r'-fr'ail/is‘ (1. ) of svit Je=. by S0 les candilions
suivantes sand wérifides

a) des svstémes projecti fs 17 el (W sond Liboiges. poger oz

by des homemor phisies [y R0 {0 )= F0(Q7). dwhiits par o sond
Lijeelifs

) des swites M7y et L J0Q%) st aeveligues ponr g 20 ulors

-~
I /umrrmrru'/)f:J’x:;tc‘.\'
e hmj' 0 (e (P — =107 (lun (@)
<~— —
zel Tef rel
wdidls par [oosond bijectifu : .
Démonstration. Do 1 proposition 2.4, |3 résudtent os isomorphisiies

G P =S ) '--"’(‘"(.ﬂ?'))a?”"‘(ff7’-"((3'))

(.
et alors de D) on dédult Visomorphisme des suites speetrales "EC(f, 7))—
ELAC, 00 Done finduit les isomorphisines

.f”: (PG Py - O 07))
citre Jes groupes de cohomologic des suites 20077 et O] Q7 munies
i Tewrs différenticlies totales, Les svstemes projectifs 7 ol 07 Clant
canoniques. Jde <) 1l résnbte que les homomorphisines 700 sont bijectifs o
cit les composant avee S0 nous obtenons le résultat cherehé.
3. moit 1o svstime projectif de groupes abeliens s le demi-
treillis (1. <) ot supposons que ke suite

. ! - i
{3) D P PP | Pl Ui
est uie forésolution de 27 pour [ e, ([4i, définition L1), Nous pouvons
dsnocier 3 o suite semil-exacle
] o

" .l .
L=y ey 0y |y ey P

le complexe double C(f, Pf)= & (/. ™). Pour 1 =0 définissons hoeine-
P,y

o piasme 3% O S l)—- @ Cri /. 7y de la manidre suivante

PERY

j"(f) (jm. weetin igr, ...,-u}.) Lo o %) € X000
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Ottt s o ssn) tiasnimesn € CM(J, P} 47 ainsi défini est monomorphisme
parce que § cst monomorphisme ct de plus Im j*=Ker 4§}
D" ¢tant la différentielle totale du complexe C{/, P*), on a

Dnjﬂt=]'ﬂ+| snt’

donc j—{(j"azo: C'(J, Py=C(J, ") est morphisme de suites semi-exactes.
Soient alors

7" HMJ, Py=HNC(], P)
les homomorphismes induites par j_ entre les groupes de cohomologie des
suites semi-exactes C*(J, ") ot C(J, P*).
Proposition 3.1. Si la suile (5) est une [-résolution du systéme pro-
Jectif P oalors pour tout g1
"ER(C(/, PT))=0.

Démonstration. La suite (H,,, . ,;) €tant exacte pour les termes
HY o <ipr g2 1, il résulte HO(HS, 5,0 =0. D’autre part on a C?( J, % P"))=
=0, donc H?(J, #(P'))=0, g¢=>1
et il suffit d’appliquer la proposition 2.4, [5].

Proposition 3.2, j": H*{ [, PYy=H™C(J, P"}))
st 1samor phisme pour fout n 20,

Démonstration. Considérons C*(J, P) comme un complexe double
dont la scconde différentielle est nulle. La premiére suite spectrale de
C*(J, I’) cst alors donnée par

'ENC(J, PY)="HP("HY(C(J, P)))s
d'ol 1l résulte
(6)  ER(C(], P)=HNC(J, P)=H(], P); "ER(C(], P))=0, g2
Mais les complexes "HYC(J, ') et C'(J, P) sont isomorphes ct alors de
(6) on déduit
"EXC(], P)y=H (" HY(C(J, P'))=H"], P) .
D'aprés la proposition 3.1, 7 induit un isomorphisme des suites spectrales
', associées aux complexes C'(J, P) et C(J, P*). Les filtrations de ces deux
complexes étant réguliéres, il résulte que j* est isomorphisme.
Supposons que les systémes projectifs P?, p =0, sont canoniques.
En composant 1" ct (77)"* il résultc les homomorphismes suivantes
pt s H*(lim (P))y—>H"(J, P).
—
fer
Compte tenu des propositions 2.3, [5] ¢t 3.2, nous pouvons énoncer la
Proposition 3.3. Dour toutc J-résolution de la forme (3) du systéme
projectif P il exisle une suite spectrale pour laquelle

EF~HMHY(J, P)),

) SUITES SPECTRALES ET J-RESQLUTIONS g3

of dont le terme J . est le groupe gradué associc a une Jiltvation de la coho-
mologie Aliron Pop du systéme projectif I . ‘

Unc propriété importante des homomorphismes u* est donnée dans
le suivant

Théoréme 3.1. Supposons gque (5) est une [-résolution des svsténmes
projecti fs canoniques poir le svstéme projectif I et que f =1, Si

HYHJ, P)=0; p20, g3 1,

alors les  homomor phisnes u” sont bijectifs.

Démonstration. Le méme raisonnement que celui présenté dans la dé
monstration du théoréme 2.2 montre que les homomorphismes2.” sont bijectifs,
Du théoréme 1.1 on déduit alors que " sont des isomorphismes. u” s’obtient
donc par la composition de deux isomorphismes. o

Remargue 3.1. Le résultat précédent généralise le théoréme 3.1 de

[47. N
"7 Soit Q un systéme projectif sur le 4 demi-treillis (/, =), f=4, ¢t
supposons que la suite
3 a° du
(7) 0——->Q-i>Q“—> e = QT o QI

est une J-résolution de Q. Si f:"—Q" cst un morphisme des systémes
projectifs différentiels (£7) ct (Q7), alors

jl{f"—-—t?"f",

done fo (Ker dy= Ker Ao, Mais (5) et {7) sont des J-résolution pour les

systémes projectifs I’, resp. () et alors
Ker de=4(¥); Ker d*=4(Q),

¢e qui montre que f° ]'(P)E;;}:(Q). ]T: O—+Ker dv étant isomorphisme, il en

résulte que le morphisme / induit un morphisme de systémes projectifs

_?l'_’.—_—-?_l f“ j ¥ B —*Q

Théoréme 3.2. Soient I’ et ( deux systémes projectifs sur le p demi-
tretllis (I, <), ayant les J-résolutions (7), resp. ), formées dc systéntes
projectifs canoniques. Pour tout mor phishe de systémes projecti fs différentiels
F ()= (Q") somt commutatifs les diagrammes suivants

He Qim (1) Ly HYJ, P)
i&F

H"1im f} | l.:"
igl }
He (lim (Q7)) — H'(J. )
1ed

Démonstration. Pour 1€CHJ, ') et (fo ..nj) =X, on a

(8) (77 Dion e 03n=(7 & Lion w0305
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oft £ et g sont des extensions de forespe g anx gioupes e coclingnes,
Prssant i pronpes de cohimnnlaptes de (8} nous abtengns e diaen onme
commutatid

AP == O P
(9) =] - %L
Y f0) — HNCY,00)

Diante paut ear commutatit de dingramme

He(lim (1)) < 0O, 1)
o7 |
(]()) 1) ] —,
el > L
Heim (7)) 2 1. 0Y)
Ser

AT ctant 1somerphisme (proposition 3.2), des dingrummes (9) et (10} now

N ]
obtenaons le pésultat
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A GEOMETRICAL CHARACTERIZATION OF NORMAL
FINSLER CONNECTHON
BY
EMIL STOCA

1. Tn the paper {4, R, Miron defines the notion of Finsler connece-
fion an vectorial bundles and establishes that locallyv. rthese are charactert-
1 Z 1 e
ced by four coclicients £, oo,
In the partienlar case of the tangent Bandle the Finsler connection
whicl is so obtained is more general then that known so far. The classicil

S
connections are obtained il the conditions F/=I" and C=C. are satisfied.

In this paper, by means of the natural almost comples structure of
fangent bundle endowed with a nonlinear conneetion. we olve a geometricid
cluracterization ol these connections.

The terminology and notations are those of the paper (4.

The author wishes to express his sincer gratitnde to Prof. R Miron
for his kindness and invaluable suegestions,

3 Let M be an se-dimensional differentiable manifodd, 7{M)=(7 7,
I, M) the tangent bundles Noa nonlinear connection. VA and fITM
dhe vertical and horizontal subbundies of 77170/,

R Miron defines a Finsler connections on 70 as a linear connection
Vv on P, which preserves by parablclisme the horizontal N and vertical
TV distributions,

1t is knewn that o Finsler connection ¥V oon £ W s thin charneterized
by conditions : (Vi) =0 and (Vi ==t Putting Vv = Vv Vi
wherr Yy = Ve amd Vv Vit two covariant derivitive operators VY
and VY in the adgeben of Finsler tensors ficlds on P, are obtained

In canonical coorditites. those covariant denivatives are expressed ws o

AR T T/ S

i o et e - —— ==y —

axt g Avt o daf v G
(1) v -

y » 7 .

Vi 8 (L;_ LN \a ¢ (i

Foraa LT e * o

OVt oA oA A S T o\

where 88V ¢ i v—=Nigfevi i j=1.2, ... n is « local hase of horizontal

distribution N and {é/dvl . i=12, .0 isa loeal bhase ol vertival dis-
uibution 77AFY, '

Definition. Ve cali a pornidd Finster conwnection on TM, a Finsler
connection Voo TM whase vocf fictenis of connection. given by (1), hawe the
propert v

1 2

(2) L V) =Fh(r v Cial v, ¥)=Ch{x. ¥}



