220 E. KRAUSS and D. TIBA 6

AJ'Y=32[\’% (x, x)! TEE,

where the right hand side denotes the Frichet differential of K} with respect
o the second argument.

. Proof. We have [—dA;x, A,x]=VA}(x, x) since, by Theorem 4,
K3 is Fréchet differentiable. Q.c.d.

In particular, in Corollary 7 we can choose as A the saddle function
L of Theorem 2,
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SUI SISTEMI LINEARI DI QUADRICHE RIDUCIBILI ED
IRRIDUCIBILI

BY
LANDO DEGOLI

1 — Nello spazio lineare complesso S, riferito a coordinate proiettive
omogenee x, (1=0, 1,2, .., r) si asumano ¢+ 1 quadriche lincarmente indi-

pendenti
Jo= ‘Zo ag x% (=0, 1, 2, .. d)

i k=

Un sistema lineare di quadriche di dimensione d ¢ dato dalla relazione :

d
E Aofe=0.
g=0

Supponiamo che la matrice Jacobiana a 741 righe e d+41 colonne:

J=] ] (g=o, 1, 2, ., d)
“lax Ms=o0, 1, 2,..,7

i teristica m=r—k(k>0). ) n
abbla]f:a;(e;to che quando la (Jaco)biana ¢ identicamente nulla, l'intero S, ¢
luogo di punti coniugati rispetto a tutte le quadriche. Se la calrjatte.rlf.tlca
¢ ¥—h{(h=0), un punto generico di S, & coniugato con un Sa. Un _511§ ema
lineare Lam di dimensione d ¢ caratteristica m possiede d--1 quadriche lincar-
mente indipendenti, tra cui & possibile sceglicre m quadriche funmoynah;ncnlie
indipendenti da cui dipendono tutte le altre. Un sistema Ld/,,,.(rné_t) che
non possiede sistemi subordinati essenziali Lge (vedi: [6]) con:

2<g<d—1, 2€egm—1, c<g

¢ detto irriductbile di prima specie.
Abbiamo dimostrato il: _ 8 . .
Teorema A : Condizionc nmecessaria ¢ sufficiente affinché un sistema
lineare irviducibile di prima specie sia a Jacobiana di caratleristica r— k< ?Ti ('kS?
=0) & che le quadriche del sistema che passano per wn punto generico @ o,

abbiano in comune un Sy . ) )
Dati due sistemi lincari L, ed L,, aventi in comune un sistema linearc

L., il loro sistema congiungente risulta di dimengignc : a—l—b.—c. . O

Diremo che il sistema Lym{m<d) & riducibile sc conglunge dei sistemi
subordinati, tra i quali almeno uno Lapm, {m:<d;) non ha quadriche in
comune con gli altri.
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Diremoche i sistemi linear; - Loy La, s .., L, formano una catena quan-
do non sono riducibili ¢ ge Ly ed L, , hanno in comune almeno una quadrica,
il loro sistema congiungente L, ha in comune con Lay almeno un
ed il sistema L, congiungente L, con Ez,
ca con Ly, e cosi via fino ad Ly,.

Esiste in proposito il :

Le'mma 1: Sedlsistema L, possiede ¢ sistemi subordinats L], .S
Sormanti una catena, ed L, non possiede alire quadriche funzionalmente
md:pendent'z oltre quelle dei sistemi subordinati & sempre possibile scegliere
tra le guadriche d4 W Ly, passanti per un punio generico P, d quadri-

che ligearmenta indipendents in modo da mndividuare 1l sistema L, o di quadri-
che di L, passanti per P,

Possiamo scrivere le equazioni di I_,,: ed Ly nel seguente modo
A0f0+Arf1+---+Ahfn+---+Ad1fa.=0p
Hofottagrt-.. + pagn+ ot ita ga =0.

L’equazione del sistema L, congiungente risulta :

{2) Vufo+V1fl+~--+Vhfh+-..+vdlfd,+ Bogot Oigat -k Ougn .. P

Poicheé L, ed I, hanno in comune almeno una quadrica, potremo sup-
porre che f, coincida con g,.
] S_1a P un punto di S;. Indichiamo con Fo(P), fi(P), ..., g P), g.(P), ...
i valor} complessi che le quadriche assumono nel punto P,

. Sostituendo le coordinate di P in (1), si possono ricavare i valori
di A, e u, in funzione dei A, e p; rimanenti, dopo di che i due sistemi diven-

a quadrica,
ha in comune almeno una quadri-

(1)

tano :
(:)n An(fﬂ ‘f*%fn) + A1(f1 +§i{%fk)+ —}—A,,,(_/‘,;,1 ‘*“%((;;))f»):(),
i) e S el <o

‘ Que_sii. sistemi mancano rispetto ai primi dei parametri A, e p,. Essi
risultano i sistemi Ly yed La, 1 di quadriche di Ly ed L, passanti per P,
Operando nello stesso modo nel sistema (2) e ricavando il parametro (v, +0,)

si ottiene :
1 w[fﬁ%fh) + vl(f1+£g; A )+ e, (ﬁﬁ%%’ ch i
T A R Y ISR R CN

P(_)icl;é il sistema lincare (4) & individuato dalle stesse quadriche lincar-
mente indipendenti dei sistemi (3} risulta provato che il sistema L,., di

quadriche di L, passanti per P ¢ individuato da @ quadriche linearmente
indipendenti dj La,., ed Ly .

sistema congiungente L, avra a

format g
er il punto
Ic)s,trat'cc da L., ed Lqg vy

che funzionalmente
dimostrato.

subordinati di L, formano una catena, il
lmeno una quadrica in comune conjl.d,.
Operando quindi nello stesso modo, si'provcrta jcrheC ;1;1 s;stcn;zss;bntli
i I ente i, 3 .
adriche del sistema L,, congiunge L sy
) qu:‘aldirndividuato da b quadriche hncarr}jentc indipendenti
cioé estratte da Lg 1, La,ony Laor n
o ¢ tenendo presente che Lq non possiede altre ql;:l‘ill?a
indipendenti csterne alla catena, il lemma r

Poiche per ipotesi i sistemi

Cosi proseguend

Esiste il : ‘ N o S
Teorema B:Condizione neces:cmade_ sa;s jt' { :;ze:;ii £f:;'r;;;eé isz;ft;zg i; jo g
' ' ' 1 catena di s1 bl . .
r}’ guad?,dfg L.d.,.,cffii 1::3 Ssszfg Zt? e messun'alira quadrica fun:tonalf;e:}iz
dip ddll;” sia ](;cosbimm di caratteristica v—h<a (k20), & che le quadri
?::{lhsjj::;nf:: fjw passano per un punto abbiano 27 comune 1t 1S,\.J,l. o
h Supponiamo dapprima che 1A caratteristica della Jaco

r—hkgd. (k20).

Significa che trale d+1 quadriche linearmente ir{dipcndentl che indivi-
duano L, ne esistono — k& funzionalmente indipendenti. p—— .
Poiché L, & un sistema irriducibile di prima spe)cxet, c;oelepn:l(;dri_
istemi subordidrllati essenziali, soddjsfa al teor)em_a Aﬁ Icg elxrrll ?:omuﬁe b
Silse di L, che passano per un gencrico punto P di §, hann
& d, =

itui istema Lg, ,
1. Esse costituiscono un siste " _  oor P L
Sr_m!_‘(—Ionsideriamo il sistema L, , di quadriche di Lq Paisaﬁgn%‘;pi tcn(-:
quadriche funzionalmente indipendenti di detto sistema, che

gono ad Lg,_; sONO © § k—m,
1 slano :
Infatti sian Anfo+A1f1+__,+Adlfd,.—_{),
G) F’-ofo‘*‘[’-lfs‘i‘---‘*‘#d: fd1+p'dl+1fd|'|'1 e ded:o’

ioni ri ive di Ly, ¢ di La.
Le equazioni rispettive di Lg, dil o .
ch imponiamo ad entrambi ¢ sistemi di passare per P, rica

i, si ottienc :

ando A, e

A, (f1 +§‘T§—2fo)+ Az(fo+%fu)+...+Adl[fdl+’}‘—;§—g—;fo)=o,
(6) s *?ﬁ;—;ﬂ)%— s (fo+ f(%fo)—kmﬂa.(fd, +§—((—17)f) +

m ich z1 indipendenti di L, che

Ora i lle quadriche funzionalmente indip ] Z

non ap;zrltler?;on??u? LL,, govviamcnte la differenza delle relative caratte
1

ristiche, cioé: r—k—m,.
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Ma le (5) e lc (6) dimostrano che tale numero rimane invariato passando
ad Ly, ed L, _,, perché le quadriche che individuano L, , si trovano
tutte in L,_,, percid se L, _, ha perso una quadrica funzionalmente indi-
pendente tispetto ad Ly, la stessa quadrica ¢ stata persa da L,_, rispetto
ad L,

Gl iperpiani polari delle »—k—m, quadriche funzionalmente indipen-
denti di L,_, non appartencnti ad L, _;, passano tutti per P> ¢ intersecano
1" S, me1 secondo un Sy, che risulta almeno tangente a tutte le quadri-
che di Lg_,.

Questo risultato ¢ dunque indipendente da d, ¢ da m,. Pertanto ragio-
nando in modo analogo su Luyn, Laym, - ctc. fino ad Ly, si otterranno
gli spazi:

Sr—m;-i-l: Sr-—mﬁ-h EEEN) Sr—m5+l’

che, intersccati dagli iperpiani polari delle rimanenti quadriche funzional-
mente indipendenti di L,_;, daranno sempre lo stesso S,

Percio questo 5,4, risulta cssere comune rispettivamente a tutte le

quadriche di Ls,_;, Lgoyy ...y Lg,o1 in quanto & contenuto negli:
Sr—m,—l‘b Sr-mrf'h ] Sr_ms-i'l-
precedenti.

Ma poiché Ly, Lg, ..., Lg, formano una catena entro L; e questi non
possiede altre quadriche funzionalmente indipendenti per il lemma 1 & sem-
pre possibile sceglicre in L, _y, L4y, ..., Lo, @ quadriche linearmente
indipendenti che individuano L,_,.

Ora queste d quadriche possiedono in comune 1" 5,4, ¢ pertanto tut-
te le quadriche di L,_, avranno in comunc un S,+, passante per P, come
volevasi dimostrare,

Viceversa se tutte le quadriche di L, che passano per un punto P,
hanno in comunc un S,;, ¢ cvidente che il punto P ha per coningato lo
stesso Siqy rispetto a tutte le quadriche dell” Ly, passanti per P,

Un'ulteriore quadrica di L, non passante per F non conticne ov-
viamente 1’ S;4;, ma nemmeno il suo iperpiano polare rispetto a I> pud
contencre 1" Spyy, altrimenti I glacerebbe sulla quadrica.

Percid liperpiano taglierd 1" Si4, secondo un S, ¢ quindi il punto 2
ha per coniugato un S, rispetto a tutte le quadriche di L,.

Cin significa che la Jacobiana di L, ¢ a caratteristica r—#, come vole-
vasi dimostrare.

Nota: Il teorema & valido anche se: Lajmis Lames s Lagndmi<dy)

non sono sistemi trriducibili di prima specie secondo le ipotest del teorema A,
ma sono in Lullo o in parte sistemi analoghi ad L,, soddisfacenti alle ipotesi
del teorema B. Infatti Ly, per 1l teorema dimostrato, gode della stessa proprieta
dei sistemi irriducibili di prima specic ¢ quindi nulla cambia nella dimostra-
zione precedente,

Ne dertva che 1l teorema & wvalido anche se Ly possiede una colena di
sistems lincari Logmmi<d,; i=1,2, .., 5) qualsiasi, purche non possieda
altre quadriche funzionalmente indipendenty.
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2 Chiameremo sistents (rriducibili di seconda specie 1 sistemi lincari
che soddisfano alle ipotesi del teorema B con le considerazioni delia nola
precedente. Esiste il :

Lemma 2 : Consideriamo wn sistema Ly, (m<d) di S, 11 quale possiede
soltanto dei sistemi subordinati Lagwis  Lagmer ooor Lagm{pi<ds) frriducibili
{di prima ¢ sceonda specie] non z’ntersecmziesi.fm loro od evcnt:m!l-mmzte
P (p=0) quadriche Sunzionalmente indipendenti. Dovranno  sussislerc  le
scgitentt relazioni

d=—dfdot.. Fds4-p—1, m=myrMma+... T+ p.

Infatti, poiché non csistono altre quadriche oltre a quelle menzionate
nel sistema, L, risulta il sistema congiungente i sistemni dati e le p{p=0)
guadriche funzionalmente indipendenti percio la sua dimensione aumentata
di 1 sard uguale alla somma delle dimensioni dei sistemi subordinati aumen-
tate di | piu il numero delle quadriche funzionalmente indipendenti.
Sioavri: d—}—l:-_(a’t-i—l)—|—(a'2+l)-|—...—|—(ds~|—l)+p, ossia: d=d,+d,+...+
A-dy+s4p—1. B ‘

Tnoltre le quadriche funzionalmente indipendenti trale d+ 1 linearmen-
te indipendenti che individuano L, sono ovviamente .

Poiché le quadriche funzionalmente indipendenti di ciascun sistema
sono sempre diverse da quelle degli altri sistemi, in quanto 1 sistemi non
hanno quadriche in comune, il nuinero delle quadriche funzionalmente
indipendenti di tutti i sistemi subordinati ¢ dato dalla somma delle caratte-
ristiche :

Wi -1t M

Questo numero aumentato di $, quante sono le quadriche funzional-
mente indipendenti esterne ai sistemi, dara il numero totale delle quadriche
funzionalmente indipendenti di L,. Percio s avra:

M=y Mat o P
Esiste il :

Teorema €. Condizione necessaria e sufficiente affinché un sistcma
Lincarc Ly di quadriche di S, che possiede v sistemi subordinati trriductbili
(di prima o di seconda specie) © Lamy Ladme o Lygm, con (m;< 'd,-;
i.1,2,..,s) non intersecantest fra loro ed eventualmente P(p=0) quadriche
Junzionalmente indipendenti, abbia la Jacobiana di caratteristica r—k<d
{kz0), & che per un punto TeNerico IE" di Sr_f)gssi wn sistena Lq_y_, di quadriche
appartenenti ai sisteint subordinati avents 10 conune 1 Siterp

I sistemi subordinati di cui altenunciato, soddisfano le ipotesi del
lemma 2, quindi dovra essere:

(7) d—d,+ds-...+ds+5+p—1,
(8) T T oYY/ 705 SIS LE 7 0 o 8

Poiche i sistemi @ La, iy Ladmes o5 Lagmg SONO irriducibili (di prima o_
seconda specie) soddisfano al teorema A oppure al teorema B. In entrambi
i casi per un punto generico I di S, passcranno rispettivamente un :

13 slatematica 205
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Ld;-—-l) Ld;—-l! sery Lﬂ's—l
di quadriche aventi in comune rispettivamente un :

Sr—mrl-l; Srnm=+1s ey Sr-ms-l-l-

Questi spazi in virth della (7) si tagliano secondo un :
Sr—ml—Mz—----ms'*‘.r:S,H-s-Fp'

Ma poiché si possono scegliere in ciascuno di detti sistemi: d,, d,, ..., d,
quadriche tutte linecarmente indipendenti fra loro, si trova che complessi-

vamente le quadriche di detti sistemi che passano per P formano per la (8)
un sistema :

Ld,-ld,-l----!—ds—l:Ld—.t—m
le cui quadriche hanno in comune !" Sy4,4+, come volevasi dimostrare. La
condizione & dunque necessaria. Essa ¢ anche sufficiente.

Infatti nelle ipotesi del teorema, supponiamo che per un punto P di
S, passi un sistema L, ,_, individuato da quadriche appartenenti ad:

Ldu’m,’ Ldu’mn cees Lds.’mss

aventi in comune un S,
Indichiamo con x la caratteristica di L,. \
Per il lemma 2 dovrd essere:

d=dyt-d,+...+d,+s+p—1,
x=my+my+...+mt+p,

Poiché i sistemi subordinati sono irriducibili per il teorema A4, oppure

per il teorema B, per un punto generico P di S, passeranno rispettivamente
1 sistemi :

(%)

Ld;-h Ld;-ls wsey Ld,—-l!
di quadriche aventi in comune rispettivamente un :

Sr-—mr!'l: Sr-m.+1: reey Sr—ms-!‘l-

Questi spazi in virtii della (9) si intersecano secondo un:
Srum._m;—----ms+.s=Sr—m+a+p-

Ma dai susdetti sistemi si possono estrarre rispettivamente: 4,

ds, ... d, quadriche tutte linearmente indipendenti tra loro. Esse individuano
il sistema :

Loy cacreotagr=Lu_s_,
di quadriche aventi incomune I'S,_4,4,.
- Le quz}drlche che in_dividi_mno Ly_s_, sono tutte quadriche linearmente
indipendenti appartenenti ai sistemi subordinati ¢ passanti per P. Ma tali

quadriche hanno in comunc fer ipotesi un S+, che dovra coincidere con
'S, _s+:4p- Pertanto sard : x=r—=4k, come volevasi dimostrare,
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I sistemi I,/ (m<d) irriducibili di prima c scconda specic non sono i soli
a godere delle propricta espresse dai teoremi A ¢ B.

Fsiste in proposito il:

Teorema D : Condizione necessaria e sufficiente affinché le quadriche
di wn sistema lineare Ly passanti per un punto I* di S, abbiano in comune un
S.xq & che 0% corde della varictid base del sistema dato escano da P.

Sia un sistema lincarc I, tale che tutte le quadriche del sistema che
passano per un punto gencrico /> abbiano in comune un Si+1- Queste quadri-
che individuano un sistema L, ,. Una ulteriore quadrica di Ly, non appar-
tenente ad L,_y, interseca 1 S+, secondo una quadrica G, di Si4y, che risulta
comune a tutte le quadriche del sistema dato e di consegucnza appartiene
alla sua varictd base V.

Una retta generica passante per I’ e giacente su S,+, interscca Gy in
due punti, che appartengono a ¥, e quindi ¢ una corda di V.

Potendosi ripetere questo ragionamento per tutte le rette di 5,4, uscen-
ti da P, se nc deduce che per P passano oo corde di V.,

Viceversa sc 00, corde di T/, varictd base del sistema L,, passano per
un punto generico P ¢ costituiscono un Sk.ﬂ, una corda gcncrica's scelt_a tra
queste, avra due punti K ¢ T su V e quindi su tutte le quadriche di L,.

Ma le quadriche passanti per I’ formano un sistema L, in cui ogni
quadrica possiede tre punti P, K, S della rettas. Percid 'intera retta giace-
ra su tutte queste quadriche. _ _ .

E poiche tale ragionamento si pud ripetere per le o' corde di V ne
risulta che le quadriche di L,_, hanno in cotnune un Si4,.

Da cid st deduce:

Corollario. Se le quadriche di L, , passanti per P hanno in comune
soltanto 'S, € nient’altro, escludendo quindi che abbiano un S, (k2 1} tangente
comune in P, allora la caratleristica della Jacobiana di Ly é:r—Fk,

Infatti detto Q il coniugato di P rispetto ad R e T, questo risulta il
coniugato di P rispetto a tutte le quadriche del sistema.

Potendosi ripetere cio per ciascuna delle " corde ¢ solo per esse,
P risulta il coniugato di cof punti che costituiscono una varietd a £ dimen-
sioni.

Questa non puo essere che un S,. Infatti deve risultare Yintersezione
degli iperpiani polari di £ rispetto a ciascuna quadrica del sistema.

Pertanto P ha per coniugate un S, e quindi la caratteristica della
Jacobiana é: r—F.

Diremo sistema a varietd base oo® un sistema lineare di quadriche che
soddisfi al teorcma D. ‘ ) 3

A questo tipo di sistema appartengono tutti i sistemi irriducibili di
prima e seconda specic in virta dei teoremi 4 e B.

Ma non soltanto questi.

Consideriamo, ad esempio, il sistema lineare individuato dalle quadri-
che estratte dalle equazioni:
Xo__ %1__ Xy

X, X X

ciog -
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Ao(xoxa—F) +A (¥ oxg—x,x.) + AL (x5, — 23)=0.

Poich¢ le tre quadriche sono funzionalmente indipendenti si tratta di
un L,/; di S, evidentemente privo di sistemi subordinati essenziali, che
perd non soddisfa alla condizione : r— k< d del teorema A.

Tuttavia la sua varictd base ¢ la cubica sghemba dell” §,, di equazio-
nl parametriche ;
A=, Xym=g, X.=g%, x;=08
le cui corde riempiono tutto 1 S,.

Pertanto tale sistema ¢ a varietd base c0® ¢ quindi per ogni punto di
Sy passano co* quadriche del sistema aventi in comune una retta.
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EQUAL SUBMANIFOLDSIN A G-SPACE
BY
A. NEAGU

To determine a normalization is a fundamental problem in the theory
of submanifoldls. For the sul manifclds of a homogeneous space this prot-lem
is solved by E. Cartan [2]and D. Papuc [8]. . ‘

In this note we investigate this problem for the submanifolds in a
differentiable G-space with all orbits of the same type and in a manifold
with a G-structure. ‘ .

1, Let X be a right differentiable G-space with all orbits of the same
type G/H, where G is a compact Lie group, H is a closed subgroup of CfX' and
G/H is the homogencous quotient space. The canonical projection of . on
the orbit space X'=X/G defines a fibre bundle structure wlth_ the 1br1§-
G/H and the structure group K=N/H, where N denotes the normalizer of;

{ in G (see [1] p. 309).

' Leg X _bﬁ the )fixcd point space of H (where I acts on X by res-
triction), thus X may be canonically identificd \\'1thH_t}_1c twisted products
X0 5y G oand X' g (G/H) respectively. Also X'™is a principal fibre
bundle over X* with the structure group K (scc [1] p. 182)-. '

In (7], we constructed the prolongation of order » of‘;\. Ihls prc')lon-
gation is denoted by <X and its points are the pair (Foms 7o 0i%) )Clher)c{:
@: UCR™-X" is a local diffeomorphism around OEI\’ , o o(l )S: -
is a local cross scction over o((7) of the fibre bundle X— X" and jo¢ (TCSE-
Jeoo) denotes the 7-jet of ¢ (resp. o). at the point o e R™ (r?srp_ﬂtp(o) *‘——'.3;.
The space +* X is canonically identified with the fibre product H"(X") X xJ ;
where H'{X") denotes the principal fibre bundle of all tangent r-frames o
X* and J'X denotes the fibre bundle of the r-jets of all lqcal cross sections
of the fibre bundle X—X"*. It follows that ¥X is a differentiable {ibre
tundle over X' . B _ -

Let G}, be the group defined by Gh={(s%, joo)}, where @ : UC_ R _TR
is a local diffcomorphism such that ¢(0)=o0 and o :‘qJ'(U)C.R'”—&G is a diffe-
rentiable map. Thus Gf, may be canonically identified with the semidirect

product L%~ T0G, where L}, is the structure group of H'(X') and TG is
the group of m'-velocity on G. The product in G, is

(1) I b= (3 Sa) (o S)=(5- 5 (Sav3) - Si)y



