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1. Introduction. En (5] on considire le systéme différentiel :

(1) ()= filly Xroeers %a)y  d=1,, 0

et on suppose qu’il existe une matrice g=(ginxn Qe fonctions continues,
gy R—R, satisfaisant aux inégalités suivantes:

J o
_5[1 (t, x)-‘?:gu(t), V‘l_-],

(I) r
\afi (t! x) *’:gu(t), th#j, V(t, x).
ax, ]

Au systéme (1) on associe le probléme différentiel :
(F,) x{t)=f(t, x())+ (),
x e B?,
ct au probléme (F,) on attache le probléme suivant :
(G) Yy =ghy(t)+1,
yeBr,
ot B" est l'ensemble des fonctions x: R—¥™", continues et bornées, V*
étant 'espace vectoriel n-dimensionel, le symbole 1 est un vecteur.
Une hypothése principale est que le probléme (G) a une solution posi-
tive. Dans ces conditions on montre les théorémes suivants:
Théoréme A. S¢ pour un p<B" le probléme (F,) a au moins une solu-

tion, alors pour toutes p € B® le probléme (F,) a une solution unique. De plus, st
pre B, ps=B* b x., x, sont les solutions des problémes (Fp,) et (Fp,), alors

on a linégalité .
%2 () — x2{8)| < |2(2) l. |p1=—pele,

y étant la solution positive du probléme (G); par |.|, on comprend
sup | x(s)|. Si ¥ est la solution du probléme (F,} et x' cst une solution de
¢

I'Equation différentielle contenue dans le probléme (F,), alors on a:

[2()—="(B] < 1G(8, 5)| | %(s}—%"(s)],
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(2, s) est la matrice fondamentale des solutions du systeme contenu dang
le’ probléme (G)

Parfois il est tres facile de trouver une solution POUr un pepB Pyp
exemple, s’il existe v, tel que f{4, v,) = B, alors en prenant p=—f(s, v,),
le probléme (Fy) a la solution x(ty=v, e B,

Théoréme B. S; Jes Sonctions f, p sont w-périodigues en {, on presgue-
périodiques, alors la solution di probléme (F,) est w-périodigue, presgue-
Dériodique, respectivement.

En cc qui suit, nous allons trouver un moyen pour le fonctionnement

de ces théorémes dans le cas de quelques classes remarcables d’équations
différenticlles du deuxiéme ordre,

2. Solutions bornées et oscillations de 1'équation

(2) x4 Hf (1) 4 g(x)= ().

Supppsons que la fonction % est w-périodique ou presque-périodique
et les fonctions /s g, continues sur K.

Soit I'ensemble X contenant les nombres réels ayant les propriétés
suivantes :

L k=0 -

]

Fi ¥>0, B=0, tels que 7 < kB, R () =) =g (%) | <7,
k(f(x)—1)zB.

Supposons que 'ensemble K n’est pas vide. Nous allons donner yn exemple

d'une. classe d’équations différenticlles pour lesquelles Vensemble K n’'est

pas vide, Soit Sx)=a242, g(x):k%r"/?y-f—kzx—}-rx/z et choisissons f=4 =0,

0 <r< k2, alors K=(0, 0). On peut choisir des exemples quand la fonction

& est indépendente de £,

Théoréme 1, Pour VieK of vie g Uéquation (2) a une seule solttion
bornée. Si la fonction h est w-piriodique, respectivement presque-périodigue,
alors la solution bornée de Véguation (2) est w-périodique, presque-périodique
respectivement, ainsg quc ses dérivées du premier eof gy deuxidme ordre. De
plus, cette solution est uni Sformément asymptotiquement stable.

Démonstration. Posons F {(x)=J( fl)—1) du et faisons le changement

de variable x— Y—kF(x), alors I’équation {2) nous conduit ay systéme
différentiel suivant :

(3) { x=—kF(x)+y,
y=RF(x}—g(x)—ky+h(2).

Nottons par f, et f, les fonctions du systéme différentiel (3) et alors
nous aurons :

2 bi-1<—p, i1
X
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=—k
=—8, gl =1, gn()=", gast) ol ol
PSi(t)grif 1cll(itf)fércntﬂizglgi23() )nous alllons associer le probléme suivan
ct au sy

’:'i(t)= — Bz, (1) +2z() + 1,
2oty =rny () —kzofl) + 1,

(4) 21 = Bl, z’ = Bl.
ayant la solution positive: E+1 Zp= k48 .
i e R

=k F(0)—g(0)+
Puisque les fonctions fi(4, 0, 0)=—£F(0) et fit, 0, O)R kilrr(égultbe( ciue
= Sql Ses sur R, si la fonction % est bornée sur It coulte que
N )ox;n% 0) et p:::—fz(t, 0,0) le systémq {3) a unc S(,)r u.st m-pé—
vy pl:_dfl( > on peut utiliser le théoréme A. Si la fonc‘qon_ }c pone
e (Ziicix;;o})rezgfxe-pélr)iodique respectivement, alorsE lesqio?gtlszrilic ll’C / zthéo-
o ’ ériodi ; ivement, ps . ¢
LAY prffcglr?r‘fégterl?fh&l:ﬂs el;::(?gre; tmontrer qltie la solution assurée

e héoromo A st uniformément asymptotiquement stable

: stéme
e 1eSoi‘c le systéme différentiel homogene correspondant au sys

e . 1) :
différentiel du probléme ( .
l zy=—pz;+2,
: Zp==¥2 ==k, ’ .
La matrice de ce systéme a les valeurs propres données p

s [ (B+H) £V (=R 47

I'hypothése, on a: N "
De Bzfzzeg+;cz+4r< Brof2r k< Be+zk{3+{‘ete—liﬁ:gl’fl)ﬁson e 5
: res sont negatives et par sul : L'inégalité
donc les ;alegrzngrzgt uniformément asymptotiquement bt?‘ll)llli (3)11;55.5; s
?'Stte;ggrér?l?f nous conduit au fait que la solution du syste
u .
; totiquement stable. ot 747, M.L.
formerf%nﬁjgz%fzp(f) g été abordée par G.E. Reé) u t.ear1 [E)%]Letg.l
qi htet JE. Litlewood [1}, Z Opi de Duffing. Soit
Car t3WSrol§tions bornées et oscillations de l'¢quation

'é ion différentielle ; _ i
I;quatl i x+2rx+ka(l4pixt)=a’p(f), s
(t) pposons que la fonction ¢ est w-périodique ou presque-p

et su

a sont des nombres réels qui ne sont pas zero.

i é
ko, nous allons faire le changement de variable donn

I’équation (5) ' . ifférentiel -
par x'(lt))an;(t)im(t) ce qui nous conduit au systéme différentiel
A = N

(6) x=._r.¥—}—y, - +a2cp(t)
y={(r*— — Rt —ry . .
y=(r—k)x—ku ‘ » , t
Nottons par fi, f. les fonctions du systeme (6) et O?t}m:og;l;r:;qﬂez
Nottons Ii)odi i;e (m-périodique), alors les fonctions /, e 2t L Pied oy
o Prg'sqﬁeiliiipérﬁ)diques respectivement) en ¢, umi;)lrllg.gl;:n P
I:ifll;éoaxi(tlres variables appartenant a des ensembles comp :
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On a
3_{1:_?,’ _afle,
Jx . dy
-af-2=r2—k2~—3kﬂp.2x3, of =z,
ox ay

Dans I'hypothése 7*>7*% soit la bande :

3

et alors dans cet ensemble nous aurons ;

[P h2—3fry2ye | Sri—pe

_Posons Enll)=ga(t)=—, Enlt)=r—p2, £i{f)=1 ct alors nous avons
remplies les inégalités (I). Le probléme associé est :
:%,(z!)——»——r:,(t)—!—ze(t)—}-l,
zz(t)——_(?2—/32)3,(5)—722(15)-1— 1,
neBl, ;e B

(7)

Le probléme (7), pour >0, a 13 solution positive suivante g

(8) &)= %1_ , ()= ?'2—}—;;—,4:2

Soit le domaine (D) donné par
D= {0 e 3)1< | e 2| avsup o0,

Pour ,a suffisamment petit” on peut affirmer que le cercle
dans la bande (A) et par suite

obtenant le théoréme suivant -

Théoréme 2. S; y2xp2 o n® Suffisamment potis
Duffing a une solution bornée unigue, a vant la dévivée
Périodique, respectivement presque-périodique, alors la so
(5) est a-périodigue, presque-périodique respectivement, a
De plus, cette solution bornée est uniformcément asymp.

On voit que L'unicité de la solution bornée de |
de I'unicité de la solution duy probléme ().

Le systéme homogéne correspondant au systéme différentiel du pro-
bléme (7) est :

(D) est inclus
on peut utiliser les théorémes 4 — B en

» alors Uéguation de
bornée. Si ¢ est ¢
bution de I'équation
NSt que sa dérivée.
tofiquement stable.

€quation (5) résulte

N==r2y -1,
Za=(rt—Fk)z,—rz,.
La matrice de ce systéme a les valeurs propres negatives, donc la solution

banale est uniformément asymptotiquement stable et par la suite la solution
bornée du systéme {6) est uniformément asymptotiquement stable,
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