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«Sr(S) éﬁ( ) d6)
c 5 « i B
where L= j—l—- (Sp(ﬁ) d9) ds. Hence § L (§ p(s)ds)dt<sc implies that
Lr(s) & o #(t) §
LZ') <eo. This in tum implies that { R{f)di< x. As a -Consequence,
o o it
lim y(t) <oo.
[T
Hence the theorem is proved.
- 4
Theorem 2.6. If /()2 0, 0-2<] and j%(j P(8) ds) dt <o,  them
or 0

all ultimately negative solutions of (1) are bounded.
For the proof sec [7].
Corollary 2.7. Supposc that the conditions of Theorem 2.3 are satisfied.
Then all non-oscillator y solutions of (1) with O<x<] are bounded.
Example. (E¥Y —1)tr y= 115 — 118 1-1,
M)=1jt*—1, t=1, is a bounded nonoscillatory solution of the equation.
Remark. Corollary 2.7 does not hold good for x>>1. This is clear from
the equation
(Y =l —1/8) p=tjto, t21,

which admits an unbounded nonoscillatory solution y{f}=¢ even though the
conditions of Theorem 2.5 are satisficd.
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SUR LE PROBLEME DE DARBOUX POUR L'EQUATION

i & fy, v o)

EACY
FAR
GEORGETA TEODORU

Avant pour point de départ le cas classique ([17, p. 149, [2], p. 209)
dans les travaux [31, 747 nous avons défini le probléme de Darboux pour
I'équation
(n e €F(e, a2, (v, MeD=|(y, V) 1 0<rga, U< y<d),

‘ éxéy '
comme le probléme de la détermination d'une solution de cette équation,
qui satisfasse aux conditions

{2) (¥, 0)=a(x), +(0. ¥)==(1), o{0)==(0), (v, y)&D,
en admettant les hypothéses suivantes :

(H))  F:DxQ-2F" cst une application multivoque i valeurs compactes
convexes ct non vides de R*, ot Q) est un ensemble ouvert dans R,

{H.)  Pour tout (x, yysD, Vapplication 1—F(x, y, ¥) est semi-continue
supéricurement sur (),

(H;)  Pour tout reQ, Vapplication (v, ¥)~F(x, y, ) est mesurable par
rapport 4 la mesure de Lebesgue sur D,

{H,) II existe une fonction g:D—-R., gD ; R.), telle que @ » <
<g(v, ¥), YueF(x, v, %), vix, y)eD, yreq,

zef),

{H;) 1l existe un ensemble convexe, compact, i < et un point (x,, Yo &
€]0,21 70,07, tels que

(2, 7) didr<d(it, o),

(1]

o d(}, Cy) est la distance de M 4 C=R"—0,

(H)  Les fonctions o&.4C(0, a] ; R"), ~«AC([0, b]; R") satisfont 2
la condition 4(0)==<(0),

(H:)  Les valeurs de la fonction x: D—R*, définic par wly, y)=-g(x) 4
a Vensemble A/, lorsque(r, y) e
S=A==10, %] % [0, ¥o]e D.
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EEv]

Nous avons utilisé la notation AC([x,, %] ; R") pour I'cspace des fone-
tions absolunient continucs /@ (o, 2, 1— R avee la norme

Fresup A0SR0,
te 7 ‘,’

étant une norme de R”. SR . . -

I résulte que la fonction x est absolument continue au sens de Carathéo-
dorvsur I (3], § 363§ 368).

Nous avons nommé solution locale pour le probléme de Darboux
(1) +{2), une fonction univoque 7 : A0, absolument continuc au sens de
Carathéodory sur 7, qui satisfait 2 1'équation (1} presque partout pour
{x, ¥)=A et aux conditions (2) pour tout v<[0, v,] et ve[0, ] et nous
avons démontré dans [3], [4] le

Théoréme 1. Si les hyvpothises (H)—(H:) sont remplics, il existc au
moins wie solution locale Z pour le problome de Darbouy (1) +(2). De plus,
Penscmble S, des solutions locales Z cst compact dans Uespace de Banack
C(N: R™) of Papplication multivoque a—S, cst semi-contiitie supévienrenient
sur AC(0, x] 0 R 2 1C{10, v R").

Dans cette Note nous démontrerons un théoréme de prolongement de
la soluiion du probiéme de Darboux (1)-+(2) et un théoréme & existence
d’une solution saturée, . -

2),

Définition. Une solution locale du  probleme de Darboux (1) +
Z: A= est appeléc prolongeable (nonsaturie) s'il cxisle une solution Z : D
—R" du pobléme (1}-+(2) telle que

A_c_-f),- A,ﬁﬁ
{ f’:(x, Vy=Z(x, ¥), (2, ¥} =4,

ot D est une réunion de A avec un nombre f{ini de rectangles adjacents.
; Théoréeme 2. Supposons satisfaitcs les hypolhiscs (H)) — (H:) du
Théoréme 7 et de plus les hypothéses . ;

(Hy) L'snscmble € est borné, donc il existe wne constante ¢ € R. lelle que
Lz, Yoen, i o
(Hy) L’application multivoque F transforme des ensembles bornés den ensemts
bles bornés, donc il existe une constante C <R:, telle que ;

sup | w | wsl{x, ¥, 9]0

pour fout (x, v, )DL

Alors, la solution locale Z est prolongeabls. !

Démonstration. En vertu du Théoréme 1, il existe au moins une solt
tion locale Z : A—{) du probléme (1) - (2). Nous allons montrer que la sol
tion locale Z peut étre prolongée sur un 1ectangle A, adjacent de A surd
cbté x=1x, Soit (x, 3), O0<x,<a, 0< ¥ < v,b un point sur la Iro_ntu;rc &
d’équation v=1x, En utilisant le critére de Cauchy de caractérisation
fonctions qui ont limite finie, nous déduirons que la solution Z : A= al
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limite finie dans (v, ¥}. En effet, soit (¥, ¥, (17, ¥ deus points de A
citués dans le voisinage de (v, ¥). n vertu du Théoréme 1.1 747 ou du Thio-
reme, (3 il va )

Z(x, ) =xfx’ -} i‘s rEowY didey (L ) e,

20,y Y=o Y AT M ) A (7)),
a
ol : . ‘
() wx, vyel(y, ¥) _c;l_F__(.rf '}_-',‘_Z(r, X pp- (¥, ¥) €4,

5 otant unc sélection mesurable de Fapplication multivoque T
De (3 nous obtenons

VAES y')——Z(.t‘", }’.")'.";:,:ﬁ x{:t', _‘-".) —a(x’, 3
ary oyt

0§ R 0 st [ ) didy
i

T

= 1(\:} } )“’Z(\f”. _}‘l”) b :ES S }(Z, f‘,) d:_(fl’} -
. oy
3 Fal A L}
W 4§ §ME W) dEdn o+ RE ) dddy | <
0 o

pour (x', ¥). (", ¥") =4, |

\lais la fonction z est absolument continue sur D, donc elle est con-
tinue sur 1, ([37, §365-- §368) ct continue sur A= D. Il résulte que Ve =0,
28=-8(e) =0 tel que

{6) (%", y')-:-(.‘c", ¥ .ﬂ-;.S(e):.» wfx', ¥)—alx", v =
Par Phypotheése (H;), de (4) il résulte
{7 | n(E,n) | <C, pop. dans A,
De (5), (6), (7} nous obtenons
L Z0x', yy—2(x", ¥ e 007 | ¥ =2 [ +0x" |
C |8 —x | YV =y e 4 003(e) +Cad(e) +CB(e) == ¢,

Pour (¥, §), (¥, ¥") €& et [ (¥, ¥)—(x" 3} <o)

(8)
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Par suite, du critére de Cauchy, il existe
(M lim  Zlx, v)=-.

(o i g 1)
Compte tenu de {9) nous pouvens définir une fonction 4 sur le coté v=1x,
de A, qui est absolument continue par rapport & ¥ sur [0, yJ. En vertu du
Théoréme 1.1 {4] ou du Théoréme 3, unous pouvons écrire la solution locale
Z sous la forme

“U) J( A _\)-_-.g(_\‘) —E--_-(.\:) .._5(0) - .-

"

ME, 4) dids. (. Y) =

B, 2

=

Grice & I'hvpothése (He) et au Théoréme 1 [6], p. 321, les fonctions
a el = peuvent étre écrites sous Ia forme
o(x)=6{0) + { o'(£) d&, O<x<a
L
H3)y={0) -+ § <) dv, 0 vgh.
o
De (10) et (11), nous obtenons pour la solution locale Z Vexpression
Ay X ¥
Z(x, ¥)= §§ ME 0) didn - § &'() A2+ § +'(n) dq +Co,
40 1]

[

(12)
(v, ) =3, ot Cy=a(0)==7(0).
Pour obtenir 'expression de la fonction 9(x,, ¥), en vertu de (9) il
faut passer a la limite pour x— ¥, et y-+¥ dans la relation {12).

Nottons L{[0, x]}= { &'(f}d%. 0<x<a. Alors,
]

L([0, x))= § o'(¥) 4%, 0<tp<a
U

Nous avons

| (0, £7)—L{{0, %53} |=] j o'(5) di— § o'(3) 4 |

f

]
r, N .
= {{e' (3 diig! ] o'(5)]dE e
3 f

parceque p([x, x,1) < 8(z) pour x—sx,, ot 8(c)>0 existe, grace & la conti-
nuité absolue de Vintegrale. '
Done lim L{{0, v}}==L([0, x,]) ¢'est a dirc

- Ky

(13) lim { o'(2) di=

- ry )

o'(¥) dE.

Sy
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D'une fagon analoguce ncus aurons
v b
{t4) hm § () d= § 2{7) d,.
¥our o b

Pour le passage a la limite dans l'integrale double de (12), nottons

Dey=10, 21570, ¥] ot L{Do)= § §r(E, ) didg =
L

Iy

'2' M 7) didn, (v, ¥) €A

4

=1 ]

Alors
D,;=10, %)% {0, F} et L{D.z)= § § MZ, o} d8dr=
LR

= §§2 e, (o D =aa
g

Nous obicnons

LD 5)—L(D)s! §§ 0 wE ) | dEdn |
a5
(Ij) x ¥ ) T : . “ - ,
L f S ENME ) [ didn | | L ME w) L A8y
& 1 iy

En posant 4,=={0, x]x [y, V], do= i, x,7 [0, ¥}, Agmin, xadn [y, V]
poUr XXy, ¥, les mesures de ces ensembles peuvent ftre rendues S~_u1n~
samment petites, donc Ye=0, il existe 8(e) >0 tel gque o(d )=y y—F <
<3(e), wlda)=" xo—x | y<8(e), w(dyd=] xo—x | vy 2 3(e)

En vertu de la continuité absolue de lintegrale, nous pouvons faire
les évaluations

§ § 4 ME ) 4 A < 2 pour (1) <3(e),

4,

CE U ME, ) | didy e S pour a(dL) «3le),
(16) L jAuS_.?(.,a;.r.w_. 317“1”.1() €]

15§ MG ) addy 5<§pour (e ) <5(2).
A, R

g

Grace 4 (19), la relation (15) nous conduit
(17) VL(D3)—L{Dy) e, (x, )€, (v, M) edd,

d'od il résulte

i sheiag, ay
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[#1}]
(18) Hm  § § n(Z, %) dédn= 55 n(Z, q) dEds.
Lrpeeli, e 0 L]

Compte tenu de (9), (13), (14), (18), par le passage 4 la limite
dans 12} nous obtenons ' -

e Tl Z(x, )= s § 0% ) didg + | '(8) T+
2o 1] %) d HCo= 5 SROPE RO
+§ (€ 42 4Cum § LT A& 1) A5+ ()] 07 4 Ca (0, F) @0
i o

o Cy=s { (%) 4+ Co

En vertu du Théoréme 1, (6], p. 321, de (19) nous déduirons que
la fonction ¥ est absolument continue par rapport a .

I.a solution Z peut étre prolongée sur un rectangle A, adjacent de A
sur le co6té v=yx, de la maniére suivante. Si Vabscise maxime de A est
¥, = a, nous utilisons le Théoréme 1.1 [4] ou Théoréme [3] d’existence d’une
sotution locale du prebléme de Darboux dans le rectangle

A=, ) vz xga, 0€FE )
avec les condifions sur les .caractéristiques” x=a,, »y=0,

200l e
Z(Iﬁi _T')Z’:'jf('\'o; ..TI)! Os.}—lg .yﬂ.

Nous obienons ainsi unc solution locale du probléme de Darboux
dans un rectangle 4,€4;, qui est un prolongement de la solution Z.

Maintenant, nous allons prouver que la solution locale Z : A= peut
étre prolongée sur un rectangle A, adjacent de A sur le ¢6té y= 1,

En considérant un point (¥, »,) arbitraire sur la frontiére ¢,A de A
=4, on peut montrer d’une maniére analogue que la solution locale Z
a une limite finie en ce point,

(20) lim_ Z(vy, v)=m2,
(0 31 (3, ¥

. ) }

done il définit la {onction 5 ¢ .ASRY 2=2(X, ¥,) qui est absolument cons

tinue par rapport &oa. -

On peat faire le prolongement de la solulion 7/ sur un rcctangle' Ay
adjacent de A sur le ¢6té y= v de la maniére suivante. il'ordonée maxim
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de A est vo< b, nous appelons au Théoréme 110 {4], on au Théoreme (3],
d'existence d’une solution locale du probléme de Darboux dans le rectangle
A= {x, 1) [ 0g gy, VyE vEH '

!
en prenant comme conditions initiales les fonctions 9 el. < définies par
Z(¥, Mo)= 9(1_1', ), 0¥y
20, y)=1(~¥), Vs Vs h

Grice au méme Théoréme 1.1 [4] on obtiént une solution lorale du ]'nrdl_}léme
de Darboux sur un rectangle A, © Ag, qui est un prolongement de la solution Z.

Donc il résulte que la solution Z peut ére prolengée sur un domain D,
qui est la réunion de A et un nombre fini de rectangles adjacents, - - _

Théoréme 3. Suppons satisfaites les hvpothéses (Hy) - (H.) de Théoréme
2. 851 7 : A= est une solution locale du probléme de Darboux (1) (2} nonsa-
turée (prolongeable), alors 1l existe wne solution saturée Z* : D*—Q du pro-
bleme (1) -+ (2), felle que

Az D*, Az D*

Z¥(x, v)=Z(x, v), (x, V)€,
donc Z* est un prolongement du Z sur D* constitué de A et d'une réunion
de rectangles adjacents de A, D*< D,

Démonstration, Parcegue par hypothése la solution .Z est nonsaturée
(prolongeable), il résulte qu'il existe au moins une solution Z': D'-0 du
probléme de Darboux (1) - (2), qui ¢st un prolongement du' 7 sur D24,
en vertu du Théoréme 2.1, (43, ou du. Théoréme 2, '

A= D', AzxDY

Z'(:\’ -\\):;:Z("’.r .I'.}J ('\’n _1"1 IF':A;
od D' est constitué de A et d’une réunion de rectangles adjacents de A,
D'=D. ' '

Nottous avec § Vensemble des solutions Z, 0 I),-»Q du probleme de
Darboux (1) -+ {2), définies sur la famille des ensembles {D;}e,, chaque
D, étant constitué de A et d’'une réunion de rectangles adjacents a4 4,
D= D. Lessolutions Z;, 1 =7, sont des prolongements de la solution Z sur Dy,
i€], qui peuvent étre construites par la méthode emplovée dans la démons-
tration du Théoréme 2.1. 4] ou du Théoréme 2, donc il v a les relations

Ar: Di. A-TéDu
Zx, vy=2(x, ¥, (v, v <),

oty [ est une famille d'indices.
L'ensemble S est non vide, parceque il existe £ <5, Nous délinirons
sur Uensemble S une relation d’ordre particlle de la maniére suivante.

Pour quelles que soient deux solutions Z,: N, —Q, Z,: I—0Q, Z, Z, =S,
nous posons Z,<Z,, 1, k=i, si'l v a

e,
{ Zx, My=Z,(x, ¥), (x, =D,

pour Vie=l,
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I 'existence d'une solution saturée du probléme de l)nrbf)u_\i (1) -+(2)
est équivalente avec Yexistence d'un élément mwaximal de l'ensemble §
pariiellement ordonné, _ ‘ ‘ .

Nous choisissons une chaine quelle que soit L 8§, donc une famille
{2};es. Js!, de salutions du probléme de Darboux (1) —}d-'(?,)d.z.’,-: I),-t—_> {11,
A€ D;, A#D,, ¥,< ], towalement ordonnée par‘la relatno}n ordre Par 13?
introduite. 11 résulte que {D;};es est une chaine dans len§embleﬂ..(D)a_ es
sonsensembles de 1 partiellement  ordonné par la relation 1(1 mcI‘u;mn_
Parceque =(0) est un ensemble inductif ordonné, la_ chaine {D“iﬁ.v’ admet
le majorant (= UIDJ-. Nous avons Ge ), AcG, A#G. Déterminons ‘un

- J€

najorant de la chaine L, ¢’est-i-dire une fonction Loyt G=L), qui est une
:;o‘liljltion du probléme de Darboux (1) +-{2) sur I'ensemble G D et pour {out
je ], Z;<Zne;. Soit {x, ¥)=G. Alors, il existe au moins un je€ J, tel que
(v, v) €D, Définissons

Zuslv, ¥)=Z i, ¥, (%, 1) =6,
Mais Z,,: D, —Q est une solution du probléme de Darboux (1) +(2) ; il résulte

que Zz.j a la méme propriété, donc Zua; st une solution du probléme de
Darboux (1) +(2) sur & et
v je], D, D#G,
| Zmai(%, ¥)=Z,(x, ¥} pour tout (x, y) €D,

et alors en vertu dela relation d’ordre partielle introduite, Z;<Zm;, ¥, < J.

1 résulte que la chaine L& S c¢st majorée, d’od en vertu du théoréme
de Zorn, I'ensemble $ contient un élément maximal, qui est la solution satu-
rée 2%« DF 0 ol D* est constitué de A et une réunion de rectangles adja-
cents de A, A D*, Ax£D*, D*e D, , o
{ Théoréme 4. Supposons les hvpothises (Hy)—(Hy) ;f!t Théordme 2
satisfailes. 51 la solution salurée 2% est bornée sur D*, alors D¥=D. .

Démonstralion, Supposons par reductio ad _a.bsEurdum que D*<cD,
D#* D). Alors, par le procédé de prolongement utilisé dans la demons.tra;
tion du Théoreme 2.1 [4] ou du Théoréme 2, nous pouvons prolongcr Z*
sur D;>D, Dj#D*, cc qui vient en contradiction avec le {ait que Z
est saturée. Done D*=D. ‘ o

Théoréme 5. Soicut satisfaites les hypothéses (Hy)—(H,) de Thioréime
2 o Uhypothise ‘ . - I
(H,) L'application wmntivogue I 2D Q2% et sous-linéaire, donc 1
existe deux constantes k>0 et k, &R avec la propriéle
1) sap f e weF(y i<kl ih, PP (¥, ¥) S D,z e Alors,

Y - L4 39 n )

la sol ulion salurée 2% 1 D—Q est bornde sur 1. g
Démonstration. La solution saturée Z* a la forme, (Th. L1 [41;

on Th. [3])

(Z‘Z) Z*(;\, _\):-.: {;_(;\“ :\.') +

D,

S 1¥(Z, ) didn, (&, vjeb,
D
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ot efx, y)=a(v)-+ (¥}~ a(0) el 2* cst une sélection mesurable de I'appli-
cation multivoque I'* définic sur D & valeurs compacts non vides de R”,
telle que

(23) 1, ayel*(x, y)sF(x, ¥, 2%(x, ¥), pp. (v, ¥)sD.

De I'hypothése (H,,) il résulte que pour la sélection 2* nous avons une
inégalité de la forme (21), parceque il v a (23), donc

(24) sup [ 2*(v, v} <k [ Z%(x, 2) [ +ky popx, M ED.
De (22) et {24) on déduit I'indgalité

3.
| 2405, 3) LS sup e, ) L HR § § 1258, 7) | dEdn 4

v o
B9 bk | eyssup fals, 3) | 4 LR fabHh ] {1 2% 5) | dEdn,
1 1]
(%, 5)=D.

Avec la notation

B=sup | afv, ¥) | | k. L ab, (v, ¥) €D,
I'inégalité (25) devient

(20) 2%, ¥) [<B Ak, § § [12°G, n) | didy, (v, 3) =D,
(U

On peut appliquer une inégalité de tvpe Gronwall, éiablie par A.
Corduneanu [7] et nous obtenons

| Z%(x, 8) < BU Ak, [§ exp { § | kdZdy) dsdf]=
il i)

BB{I+k1§Sexp(k4x-sﬂywdnzkﬂjgﬁkl!kdjoxp(&ﬁjﬁdaﬁkgBU—%
a0 (L]
dokyexp (Mab) x VIS BT A kab exp (hhab)),
pour (¥, ) €D, qui montre que la solution saturée Z* est bornée sur D.
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