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where all c(x, 8) arc nonnegative.
Corollary 2.2. Supposc that in (28) the hypothescs (a), (b), (c) of Theorem
2 and (ili) of Corollary 1.2 are Julfiled. Suppose also that the scquences
{f(m.n)} and
met e

(38) gl )} =g, ) Y Zifr(m 8)}
dmodmo .

are bounded. Then {u(m, 1)} 1s also bounded. '

Proof. With M defined by (18), using (30), (36) and (38), we have
{39 wlm, wy Mf{m, wyexp(Me.(n, n)),
which implies that » is bounded. : o :

The established inequalities may be applied to obtain bounds for
the solution of the system

-] 1 ' w1 -1
oy O fon ), 1) S, 8 M B )Y, aln- 1=

w1 —~Byue(a, B).
If we denote u(m, n)| =U(m, 1), if(m, w)] =F(m, n) ctc. then we obtain
from (40)

m—1 1= m—f n—1
(41) Ulm, n}<F(ne, n)+Gm, ) ag:) g{: Iz, BYU(x, B)+ ED 3§o Alm—~1—gq,

n,—1—g)U(x, B),
and we can study the behaviour of the sequence {lu(m, n) . If denote by
#; (1=1, 2) the solutions of (40} corresponding to the free terms f; (i =1, 2),
we obtain bounds for Ju,—wu,[=I, writting

m--1n-1 ’ pea-1 m—1
Vim, n) < K-+Gim, n Hix, B}V (2, B)-+ A —1—z,
y VO ISEAGOLN BF HE BV 0+ E B Al

M—=1=B) V(x, By ©7. ...

K >0 being a constant such that [fa(m, 1) —fo(m, 1)< K for all e, n>0.

Remark 3. In the majorations here obtained appear the nonnegative
coefficients r(m, #) given by (10) and (11). Of course, it is difficult to write
down the cxpansion (10), but at least in the case when « is ,sufficiently
small”, more precisely when the hypothesis (iii) of the Corollary 1.2 is fulfiled,
we obtain a good information on the behaviour of the sequence {u{m, 1)}
without making use of the concret values #{nm, 1) {see the Corollary 2.2)."
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QUELQUES METHODES POUR LE CONTROLE OPITIMAL
DE PROBLEMES COMPORTANT DES CONTRAINTES
' SUR UEEAT
LU PAR

J. F. BONXNANS r E. CASAS

_ 1. Introduction. Nous illustrons quelques: méthodes pour Lanalyse
de problémes de contrble comportant des contraintes sur I'état, en étudiant
un systéme parabolique soumis & une contrainte locale sur état final, Si
on impose i l'état d'étre cssenticllément bomé, la méthode des espaces
adaptés permet d'exprimer les conditions d'optimalité. Si on impose scule-
ment la positivité de 'état final, un probléme auxiliaire permet d'obtenir
vertaines conditions d'optimalité. Dans les deus cas, les conditions d'opti-
malité permettent de déduire un résultat de régularité sur le controle optimal,
Sil'équation d’état est non linéaire, les conditions d'optimalité sont en gé-
néral obtenues sous une forme non qualifide. Dans un  cas particulier,
nous montrons que le probléme est qualifie.

IL. Position du probléme. Soit un ouvert borné de R*, de frontiere
{0 reguliere. Soit 1 >0 notons =0~ 10, T{et E=I"x]0, T[. Consi-
dérons le systéme : S o s SR

I-I_LV—AJ-"_'H p.p- dans 0,
ct

(1) Q’-.';' 0 sur X,
cin

M., 0)=0 dans .

Pour # donné dans L*(), nous savons gque (1) admet une solution
unique ¥, dans

H Q)= {3 HYQ) : vel:{n, T, H}{Q))} .
Soit z; dans L) ¢t N >0. Le probiéme est
. N 1
mun f{uy=-— { ud xdf - - (v, Ty—z(x)) 2 dx,
®) VOREY 2§ 0, D=2l)
uzQ pp.osur @, w{, N=kK,,

00 Ky est défini par l'une des deux relations suivantes :

(H1) Ky={yeH=(0);| y(x, ) <1, p.p. x=Q},
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(12) Ky ={ysH*(0Q),; y(x, T)z1, pp v=0}.

Certains des résultats cxposés ici s'étendent pour des contraintes sur le
controle plus géndrales (voir [3, 47). Nous nous restreignons au cas des con-
traintes de positivité sur le contréle qui permettent une exposition simple
et compléte des résultats.

I.’existence d’une solution au probléme (P) se démontre de fagon classique,
d'ott le: o

Théoréme 1. Sous les hypothises (H1} ow (H2), le probléme (P) posside
une solutton unique u.

III. Rappe! d'un resultat abstrait d'existence de multiplicateurs,
Soit le probléme abstrait d'optimisation
e in I{u
(P) min : 1), '

nek,, LuseKy,
ol 1(.) est convexe, G-différentiable d'un espace de Banach 17 dans R,
Le£(V, 1) ott ¥ est un autre espace de Banach et Ky (resp. Ky) est un
convexe fermé de I (resp. W), Des résultats généraux de 'analyse convexe
7] on déduit le
Théoréme 2. Soit 1 unec solution de (). Sous Uhypothése de qualifi-

cation swivanle .
[

HHOEKT 5 I.r”-oehvrr,
on d

I'(8)+L* 8l g (Lit) +2l 5 ()= 0.

- IV. Condition d'optimalité sous I'hypothése (I7). Nous cherchons a
appliquer le théoreme 2. L’hypothése de qualification ne peut s’appliquer
avec le cadre naturel V==L¥(Q), W= HYQ) puisque le convexe K, défini
par (H7) est d'intériesr vide dans HYQ). Nous choisissons les espaces
adaptés '=U, V=2 avec

U=fualy(): y( A6 T)el~(Q)}.
L'hypothése de qualification est trivialement vérifiée avec 1,=0,d’olile
Théoréme 3. Sous I'hypothise (HI), il existeiie=L=(0) ¢ el fels que
<t r=3(, F)> <0, Vzel=(), |2/, g%,
@) <P <ol N>+ 0 Do) s ) dx, Vel
NVGi—#) dxdt + <F, v—u>20, VeelU, w20, .
¢

Remargue 1. La méthode des espaces adaptés a ¢été introduite paf
J. L. Lions [9]. Elle est utilisée de fagon systématique pour 1'étude de
problémes avec des contraintes sur I'état dans J. F. Bonnans,
Casas [3]. _ _ .37 e
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Le résultat précédent permet de déduire un résultat de régularite
pour le contrdle optimal. Pour e duns |0, 7|, posons

Qp==Q3 10, Tomzl. )
Théoréme 4. Sous 'l ypothise (H1), lu restriction thq de i d (O est dans

C(0n H'(QJ).-

La démonstration s'obtient par une séric de lemmes. Soit

YefvaH-Y ), Vf:-:v::U Cof, 00 o, el {0}
Gt R ' S
On montre alors le _ ‘
Lemme 1. L'équation (2) équivaut-a@ -
o= O AT <l ¥, T (Rl 1) ) M, T)
7 : 0 . T
vieY. _ :
Les résultats de régularité sur I'équation de la chaleur avec sccond
membre dans LP{Q) {cf. par cxemple 10} impliquent le . o
Lemme 2. Si neLl¥Q) avee Bo(i-+2)i2, v, est dans WHE? {0 et
vl TY est dans C{L). | o S o '
' On en déduit que L3{0) < I pour 3= (i -+2)/2, Vinclusion étant continuce.
soit 3’ vérifiant 1/3" 4 1/3==1. - .
Lemme 3. Soit po la restriction de p 4 L*(Q), 8>{(n+2)/2 {donc
pa= LE(Q)). Alors py est indépendant die 3 o

f-;-)—“ — Apo=0 dans 0.

ct

GPs =0 sur X,

an
§ (Nit 4 po) (c—T) dxdtz> 0. Vaz0, v—iteL>(Q).
(%]

On en déduit alors los relations de complémentarité entre. woct. {_;\__’a't + p'[,_).
d’ot T
—=max (0, - {(1/N) p) p.p- sur (& A

Puisque p, vérifie 1'équation de'la chaleur véirograde sur @, pop,
est dans C=((Q,). Vot la continuité de . Par ailleurs, la partic positive
d'un élément de 174Q,) cst dans HY(Q,) (voir excmple {13]).

V. Conditions d optimalité sous I'hypothése .(1-12).‘ _].c _’C(’)ntrblp %
n'a maintenant plus de raison d’étre dans Pespace U défini précédemment
et il semble ne pas exister d’espaces fonctionnels adaptés au probléme. Ce-
pendant, considérons le probléme auxiliaire: . S

(P.) min J®@+v), wvel, -
’ { w2~ dans @, y.(, Dz -y, 1)
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Le probléme (£,) admet la solution 2 0. ¢l I'hypothése de qualificati
PRy o Lo : ’ at
est vérifiée avec v= 1. D'on le Speeeded e

Théoréme 5. Sous Fhypothése (H2), 1l existe nel=(0), pey:
tels gue ' ’

<E =3, D e o, Viz0, 1=V, T el (),

- Y - } - .
S T A e < (L, 1) (30, ) — o) ¥x, T) de vyey,
: ¥

.\'g UL —l) < 2 p, v it = 20, Ve 0, v—uel.

Comme précédemment, ces conditions permettent de déduire le

Théoréme 6. Sous I'hi vpothise (112), ta » stricti T
N . i 3 . A restriclion de woa O, est o dang
(((})r)n [I](Ot)- b ( ), la re 14 a {1 ¢ ang
’ _I\’c‘m.afq:uf 2. Sous I'hypothése (H1), nous obtenons des conditions
d'optimalité necessaires et suffisantes, Les conditions d’optimalité obtenues
sous I'hypothése (H2) sont sculement nécessaires,

I L] '3 . ¥ « s .
. VL Le cas d'une équation d'état non linéaire. On note maintenant
¥ la solution unique dans H+1(Q) de

o
= Ay+y%= i p.p. dans 0,
P

é ¥

7‘-}-50 sur 9,

én

¥, 010,

o1 1 est toujours dans L3(Q). Sous I'hypothése (H 7) ou (H2), le probléme (P)
2 toujours une solution unique #. Soit le probléme abstrait :

(P,) { min {(M},
neky, L{n)eKy,
ot V, T sont deux espaces de Banach, / est strictement différentiable,

- est continue et strictement dérivable de V dans ¥, Utilisant un résultat
de F. H. Clarke, on démontre dans 73] le

Théoréme 7, Soit z? une solution de (Pg). St kw;é &, existe 220 tel que

ol () -+ EE Gy (L) + 6T, (R 0.
(&t

Si de plus il existe #, & K tel que L{ia) +(5L/éu) {1y~ ) & Ky, 1a conclusion:
est obtenue avec «»0 (on peut prendre alors x==1), 4
En utilisant la méthode du probléme auxiliaire on obtient le f
Théoréme 8. Supposons (H2) wirifide. Soit @ la solution de (P), 0d %
est la solution de (3). Alors il existe 1= L=(Q), eV, el (0, T, H(Q
a2 0 tels que .
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S T)> €0, Vez0, t—-F(, T)elo(),

2 = —Ay+vis=<n, 3., T, VyeY,

S0 sur E, (., T)=3(, T)~z dans 0,

LY.
i

-
-

@ § (NU+F) (0—it) dx dt 1<, v—0> 30, Vep0, o—iel
©

D'antres résultats de ce type sont donnés dans {37 pour des systémes de
type clliptique ou hyperbolique mais il est en général ditficile de vérifier
la condition de qualification du théoréme 7. Dans ce cas particulicr, néan-
moins, on obtient le

Théoréme 9. fa conclusion du thévréme 8 est oblenue grec a=1,
Démonstration. La fonction ¥{x, )=t est solution de

= -=QJve=] osur (),

0, _"\'(. s 0) =0,

*(..0)=0,
d’otr
_f_“;\ “"A:\ .]_3;-'3-\'___1 .3.3.1’_-!!-
ot

Soit wy==it {1 433%). Alovs #,20. Soit L{s)==n,(., 1).
Alors

L) 4 5 ) (ttomi@) = F(. , 1) AT

o

L'hypethése de qualification est done vérifide par u,.
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Optimal control problems governed by parabolic and elliptic varia-
tional inequalities have been studied in [1]. Here we shall study with the
same method some specific cases not covered by the results established
there.

This paper is voncerned with necessary opiimaliy conditions (maxi-
mum principle) for control problems governed by finite dimensional ine-
gualities. Problems of this tvpe appear by the discretization of parabolic
variational inequalities (see Example 2.2 below) and in the modelisation
of @ large class of physical problems,

1. Necessary optimality conditions. In this section, we consider the
control problem of the following tvpe:

Problem (Px): Minimize

(1.1 ' l}Tg(f:J'(i—'))—-"*(H(f)).'dt--?..(..\'(3-")). 0<T <o,

over the set of all functions ye1¥Vv2( 0, T ; R*), u= L0, T : K™} subject to:
(1.2} A ATty 401 g{v(f)) = Bulty+-f(t} ae. t=]0, T{
(.3 {0) =1

where R ={reR"; 0gx<a, ;¥=1,2, ..., #}
Using the definition of the operator 81, the relations (1.2) and (1.3}
can be equivalently written as:

(1.9 yi() -+ (Fy())i =(Bu(t) £, ae ft 0y () <a}
(L5 i) HEAONE BrO)ALL), e i) =0},
(1.6) O EVO) < (Bt 100, e vl =a,
{L.7) 0< v < ay ac. te]o, T[,

{1.8) r{0) =x, e h,
Where {1, 2, ..., .
Further on, we shall assume thai:
@ £ : R">R"is a local Lipschitzian funciion and



