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UNIFOR.\[ISAT DES STRUCTURES TOPOLOGIQUES A BASES
LOCALES DENOMBRABLES
PAR
1. BIRSAN

1. W. J. Pervin a montré dans [6] que les axiomes d’'un espace
quasi-uniforme Cobtiennent en .unilormisant™ celles des voisinages d’un
espace topolog.que. Le procede d'uniformisalion consiste dans le changement
de places entre deux quantificaleurs Vet 7 voisins dans 'énoncé des axiomes.
Ce procedd est toul 3 Fail naturel. THest sonvent utilisé en Analyse ; par exemple
[6]. forsqu’il s'agit de la convergence ¢t la convergence uniforme d'une suite
de fonctions: (f,). vonverge Vers { sur Iensewble It si

() (e >0)(Ya s B3 e N) (Vi e Nyn =k= ([ — ) el

et. d'autre part, {f,), converge aniformément vers fosur I si
**) (Ve =0} ke NVre Iy vn e N)in Je=If(x) - fle) < e)

On voil bien que (%) est obtenu de (*) en interchangeant jes places des quanti-
ficateu’ s soulignes.

< upposons (u'un espace est muni d’une lopelogie ayant des bhases
locale. dénombrables dans tous ses points. En utilisant le procédé duniformi-
sation de W..), Pervin dans ce cas, on g'altend & oblenir un espace (uasi-
métrique, Le but de celie Note est de mellre au poinl cette (uestion.

Le language utilisé ci-dessous est celui des g-fonction, 11 & &¢é introduit
par B.W. Heath |2} el développé par RE Hodel [3] et d'aulres.
Grace 2 lui on a pu présenler sous une forme unitaire beaucoup d’espaces
qui ont paru dans le cadre de la théorie de la métrisation des espaces topolo-
giques el méme découvrir de mouveaux Lypes d'espaces.

Soit {X. ) un espace topologique. On appeNle g-fonction sur X une
fonction g: N xX—=7 qui salisfait aux conditions suivantes:

(1) cegin, 7)., guel que soit = X,
Mol
(2) g(n, ¥y >g(n +1. x). pour tous reX et neN.

Une g-fonction sur X est compatible avee < si la suite {g(n, 2)}, est une base
locale de x. pour toul X& N. Ividemment, les espaces topologiques (X, )
A bases locales dénombrables sonl ceux qui admettent une g-fonction compa-
tible avec = Formulons les conditions suivantes:
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(A\) (Yn e N)(Vae X} Vy =g o) g me gl 2],
(B) (YneN)VYee N Vy gt Loapfgn - L=yl vl
(C) (i = N Vaes X)( g, € N)(Yysgin a)lglm n=gln. o],

ot les indices mettent en évidence que m dépend de noet x. Rappelons que
(X, 1) esl queasi-psendo-métrisuble (yreusi-psendo-uliramétrisable) s°i existe une
fonclion d : X X N— Ry telle que 1° d(e. x)==0 pour loul x= N et 27 d(v, 5)=
<d(z. p)+d(y, 2 pour tous &, gy, =S XN (2° dx. Dmax{d(r. ). d{y. ) pour
tous . . 2 =X, respectivement) et la topologie induite par d coincide avee <,
Il est bien connu qu'un espace lopologique (N. 1) est g-p-métrisable (¢-p-
ultramétrisable) si, el seulement si, il ¥ a wne g-fonetion sur N compalible
avec = ¢l satisfaisan! & la condition (B) ((A). respeclivement). De méme,
Pespace (X, <) est un y-espace s7il existe une g-fonetion sur N compatible
avec = el satisfaisant a la condition (C).

2. Nous allons voir que ces Lypes d'espaces et quelgques aulres (i notre
avis inconnus jusqu’ici) peuvent étre obtenus en uniformisant ,Vaxiome trian-
gulaire” des systémes de voisinages. Considérons ponr cet axiome les formmes
suivantes :

I (Vne NY(Va e X} Yy g, ) Wy =l=N)[gl, )=g(t. 1),
11 (YneN)(VzsX)(3m,, = N)(Vy Sg(m, 1)) Hny=1=N)[g(l. )= y(n. )]

(la forme I correspond aux syslémes de voisinages ouverts).
En partant de I et en utilisant d’une mani¢re formelle le procéde: d'uni-
formisation. on obtient :

i (Vn & NY(Vz & XN Ipr = NYVy =gl o))yl pg(n. o))

Des considéralions de symétrie par rapport & [, nous conduisent i aerive:
1 (¥n e N} Vxa XY Im, = N)(Vysg(m, o)y = gn, )]

Par uniformisation, on obtient de I, et 1, encore

I, (Vn e N)Y( A, = N)(Ya= X)(Vy (i 2D gl ) gin. 2],

Iy (Vn € N)(3m, = N)(Yee X)(Vy=gim, o)lgin, y<gin. 2]

Nous allons démontrer que I, el I, caractérisent les espaces g-p-ultra-
métrisables.

Proposition 1. Les condifions suivanies :
(i) I,
(i) (¥neN)VzeX)(vy<go, D)ioon-+1, pegn, o).
(i) (A).
sont équivalentes. }
Démonstration. Tvidement, (iiiy=(ii)=(i}.
(i)=(ii). Soit g une g-fonction sur X compalible avec T ct satisfaisanl
4 I,. Seit la suile croissante (f¥), définie. grace i la condition T, par P=1,
B+i=], keN. Introduissons la g-fonction g par g'(k, =" =), k= N.
11 est visible que {g'(%, x)}; esl une base locale de v, D'autre parl. g verifie la
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condition (i), car, YAeN, Vre XN, Yyeg'(k, z)==g(*

. x). et ienant compte

L ) =g gy =gl S g 2) =gk, T).

(ty=>(iit). Soit ¢ compatible avec < et satisfais Ao (i ini
Lo : . a H s - satisfaisant & (ii). D
PRRG: (ii) ¢finissons

g ) =iy:il v a dr=a, ay. ... ==y lel une a.y ek, a,)0srgi).

. Pour \'("l'iﬁ(‘]“(f\): soienl yeg' (k. 2) el =gk y). Aors. il Yy a{z=
e:'&“;,. )nx"}i ')”‘C['\ el fg=b, b, ... bioy=:; <X de sorte que a.4,€
- i\slnln(o -?Eh :r el '.\4-1‘5{1(;-'- h) (0<s= f). Par conséquent, on pent uliliser
l'z\i.l~ ;lut' g’ I';qtiql'l:l‘ii“:‘luél\y 'l’ﬂ‘.{'."]b}h::} pour constater que zamy'(k, z). Dy
o, satistatl a €A). al résulle que ¢'(k. @) est ouvert pour tous ke N

Il reste & voir que la g-foncti ’ i
_ T reste : g-tonction ¢" est compatible avec =~ i sui
mmmdédialement  de ! : ) el st

Bl A-Looy= g (b1, D)< gk, 1), LeN, xeX.

(Ii,.(j,\nfrell,mi-re IEflll?IOIl est evidente. Soit maintenant yeg'(k+1, x). 1l existe
;, U'ensemble (= =ylc X x ’
Lone, & =t ooty i =13 X tel que apySg(k+1, 2), 0grgi.
o vertu de Phypolhése {ii). on a

ety Syl +1.2), 0<r<i=a; Sglh. a), wo=gh -1, a), ..., a0, €glk+1,a,),2< r< i
=, =gk, x). ey Sglk+1, a,). 2<rgi
=, Sgk. 1), as€9(k+1, ay), a4, =gk4-1, a,), 3grgi

=aySglh. x). 4 S9(k+1, ), 3<r<i=s Ly g, x).

La démonstration est achevée.

l?’une facon analogue, on démontre la

_ Proposition 2. Les eonditions suivanles : =%

b (%
ii neNY VesX) Vy=gn+1, ¢ =
(iif) (4). MYy =sgint1, 2o, =g, 2},
sonf équivalentes.

v = L= o [t
En revenant a ,Faxiome triangulaire” sous la forme i1 et en

; K 4 1gul; appliquant
de nouveau le procédé d’uniformisation, on obtient : e

11, (Yn & N)(Ves X} 3m,, € N)( 3L, S NNy = g(m. ) l¢(d. y) < g(n, 1)].
I1, (YneN)(3m, = N)(Ves XY 3, sN)Vysgm, N, Y=g(n, =),
11, (Y= NY 3, N) (Ve =X)(Im,, e N)(¥y =g(m, x))[g(l, Py=g(n, 2)],
11,

(V1 SN)(3m, = N)( I, « N)( Y = X)(Vg g(m, 0)[g(, 5)< gln, ).

.I‘.es propositions suivanies donnent une ex
conditions ainsi obtenue ¢t montre que deux d’
structures bien connues.

pression plus simple aux
entre elles caractérisent des
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itions of {({1) sonl équivaleides.
ition 3. Les conditions (1)) o () sonl ¢4 :
};l;‘l:rl;::::?ll;::llin:r. ]‘_‘i!\l partant de (11) el en ff'.lmmsnnt m,—=maxim,,. 1.,
on aboulil | (C). Limplicalion in\'vl‘.lt‘.(‘ est #videnle.
‘ Proposition 3. Les conditions suivanfes
1, : _ .
((13 ('V;l' = N, = N)(Vae = XV s ginn 2|l 1)< aln, )]
(iii} (B), .
sonl équiralenies, . . L
. ?)(‘mmu!ru!iun. Hoesl ¢videnl que (Ilﬂ‘-—'b(ll)z;(t). l‘.(l. Fuil que (aiy=(iil)
¢ : i iealt i i) de la Prop. 1.
s¢ démoenltre comme Pimplication (i)=(ii} « i .
) (Ll'ropnsiliun 5. On w équivalence entre les conditions suivanies

i) I1.. | |

i) v’ g =N i o) gl e gln. 1))

ii : Vnc_\)(V.z<—X)(3!,,_,.+—1\)(Vyelq({!—l _ fgdl. : ' -
o TDé}nonstmlinn. 11 est immédial que (ii)=>(i}. Réciproqueme nl, !s_l}ppl):*.().llf:
que la g-fonction g salisfasse & la condition (i). Alors, :»In peal (Ivlmu\'ia .k.lu::t

y . 3 (o} o 3 . 1 F
croissanie de nombres naturels (m*), par m®=1. m _f"m’-' !.C(. g e ll
g-fonction ¢ par ¢'(F, &)~ g(n*. 2). FEN. On voil sans peine -(ll:f’ k. l)e’a
est une hzls;e locale de r. Soil maintenant k€N, x =X, lee —mingi; [mx= <m'l,
et y=g'(k-+1,2). En verlu de H,o geg/(f-- 1, xy==g(m**, x) _q(mm.-'. ..1'). 1.311-
trai.ne 'l’inclusicm g{ls . )= g(m* ). Par conséquent, el grace & la définition
de {;.. on a '

§'ies )= gm™, =gl s y) S g, ) = g’k ).

Done, la ¢g-fonetion ¢ vérifie la condition (i), ce qu’il Tallait démaontrer.
ar une voie similaire on élablit la N .

e ll'n.v}_msiliun 6. On a équivalence entre les conditions suivanles
) 11, 7 ‘

(gi; ~{"J: (Yn ENYVreX)(An, SN)(Vysgim. a)gn -1 0 gln. 0.

‘eBpaCces

4%449 q-p-ultramétrisables Q§§§h

J.Kofner

espaces ayant I
sapaces ayant I, 1973 P ¢

sspaces
q-p-métrigable

R.Pox T -espaces

T ~espaces 1982

§-espaces

o
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On appelle s'-expace (v"-espuce) un espace  lopologigue (X, <) muni

une g-fonction salisfaisanl & Ia condition (v". respectivement) ci-dessys,
On penl conclure que le procéde d'uniformisation utilisé nous conduit i
sept [ypes dlespaces qui sont figurés ci-dessons.
Les implications indiquées dans ce schéma decoulent aussitol des définiti-
ons et les propositions préciédentes, On peut poser Fa queslion de savoir si
elles sont réversibles. 1 esl connyg (ue fes mmplications qui se trouvenl sur
Ia verticale movenne ne le sonl pas. En effet, .. Kofner [4] a donné en
173 un exemple d'espace -p-metrisable qui w'est pas g-p-ultramétrisable.
e plus. le méme autenr [0, Question 1] considére ouvert le probléme de
frouver on anlre exemple despace {ou hicn une classe espacesy qui soit
situé enlre les espaces g-p-ullramélvisables el cons q-p-mélrisables. T est
possible que les espaces avant la propriété I, ou I, donnent une véponse a
celte question.

Diwtres RO 1o x 1] a donné en 1982 un excmple de y-espace qui
nest pas g-p-métrisable. Par suite. il o resolu d'une Ta on négative la conjee-
fure du y-rspuce — voir si un y-espace esl g-p-métrisable  qui a été Uobjet
de préoccupations de beaweoup <de mathématiciens pendanl dix aps. Natu-
relfement. on pose maintenant la question suivanle: un y-espace (ou y*'-
espace) est-il g-p-métrisable ? L'exemple de [3. F o x penl lre utile pour
flucider le vapport enfre les ¥ ou y-espaces est les y-espaces ou ceux q-p-
métrisables.

Remaryue. La condition (2) de la définition d’une g-fonction facilite
les calcules. mais elle ne joue pas un role essentiel. En effet, si g: Nt N— ¢
vérifie seulement la condition {1). alors 4+ N .. N— = définie par 7'(n, x)

Mg &) veérilie les deux conditions (1) el (2) el. en outre, elle conserve
kol
n'importe quelle propriété 1 ou I satisfaile par g.
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