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SUR LES STRUCTURES HADAMARD ET LA GRANDE
UNIFICATION DES FORCES FONDAMENTALES*
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lL.Introduction. Je rappele que une premiére pénétration théorique
dans le monde réel a été réalisée par G auss parle plan complexe
et, ensuite par Herm it e, qui a muni lespace compelxe de la métrique
asymeétrique qui porte son nom. Une autre vole de pénétration a été ouverte
' par Hamilt on, par la création des quaternions (1843), suivie par les
tesarins {1848) (algebre bicomplexe) de dimension 4, des octaves {Cayley)
| de dimension 8 et enfin, de lalgébre de Clifford 2¢ - dimensionnelle.
' Les matrices Hadamard, introduites en 1893 et restées inusitées
jusqu & présente sauf dans la geométrie, permetront je le crois, d’achever la
stratification du monde complexe. Ainsi, on pénétrera, je I’espére, dans la
rrecherche du monde réel par celui hypercomplexe, dans lequel il semble que
la métrique asymétrique et la structure Hadamard qui la laisse invariante
vout avoir un réle prépondérent. On entrevoit une nouvelle voie pour abor-
der, en particulier, le probleme du dernier décénie celui de Punification des
forces physiques.
" 2.Matrices Hadamard, la métrique (hc) et les groupes qui
la laisse invariante: Soit H(hqap) une matrice carée, dont les ¢léments
bap = 6(£1) verifient la relation:

HH" = HTH = hI,

.h

ité.

est sa dimension (son ordre); HT - Ia transposée, et I, la matrice

¥ Conférence soutenue 4 la Conférence Internationale de Geéométrie
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De cette définition découle le fait que n'importe quelles 2 lignes
(colonnes) sont orthogonales et, par la suite H peut étre mise sous la formne
normale, c'est - & - dire hy; = hyy = +1. De (1), il résulte encore que le
produit direct (Kronecker) de*deux H- inatrices est encorc une H
ayant l'ordre égal an produit de l'ordre des facteurs.

De (1) on tire aussi le fait (inédit Jusqu’ & présent) que ensemble des
H - matrices laisse invariant la métrique symétrique g {régulier, de dimension
h ), aussi bien que la métrique asymétrique G = ¢ g, dans taquelle la partic
antisymétrique § (2 -forme extérieurc) peut tre soit régulicre d’ordre It = 2k
soit singuliere d’ordre ! (mod 4) = 0. avee 0 < | <
encore § # 0 la métrique symplectique,

Soit V), Pespace vectoriel h -dimensional. Done, les H -inatrices mu-
nissant cet espace d'une métrique (a) symétrique, qui contient: glg = 0)
métrique pseudo - euclidéenne réguliére, la métrique G = 4D g(g§ -dorder
h = 2k) hermitienne régulitre ct aussi les cas do singularité de la partie
symplectique, signalées plus haut.

Par la suit, nous allons évaluer le groupe de structure GV,
invariante la métrique G & savoir:

L G(Vh,g) = O*(I1) le groupe (pseudo) orthogonal ;

2. G(Vi,G) Hermitte U‘(-’j) groupe pseudo - unitaire ;

3. G(Vi,G), § singuliere = U(I) x O(h — 21).

matrice,

7+ on peut appeler

) qui laisse

Dans chaque cas, les groupes indiquées, sont munis, ainsi qu'il s’sensuit

de (1), de 'homothétie de coefficient . Autrement dit, les H -matrices

invarient la métrique VAG de Vespace V, qui est le sous groupe des ho- .
| hy ! T i

mothéties R x G et qui est du méme ordre que le groupe indigué
dans les cas considérés.

Example [2]: Les algtbres Clifford (he) considérdes dans la confé e1ee
antérieure qui s'obtiennent par le redoublement itére e algobre C par oy =
i = /=1 si le redoublement est tovjours diminuant, é 1, allors on
obtient les algébres Cliffor d orthogonales (1876); si les redoublements
sont toujours conservantes ( § = +1) on a les algébres Clifford symplectiques

1977); et s’ils sont mélangés, alors on obtient toutes les al &hres Clifford |
3 g

orthosymplectiques, qu'on peut appeler, toutes cnsemble, algehres Clifford <¥
¥

Hadamard d’ordre b = 2°.1 < a < 00. I est claire
invarient les espaces Vao correspondantes.
Remarque: Les espaces vectoriels Vi sont s de 1
linéaire conforme a la metrique @ qui s’encadre daus |
ainsi, on peut utiliser les éléments Qanalyse (he).
Hadamard; nous utilisons ici les opérateurs D. D=, 5,
tout le caleul vectoriel (he). avee les particilarisations respectives (1.2,3]. -
3.Variétés (hc) Einstein - Hadamard: connexion canonique.
[1,2,3] Soit M une variété paracompacte, C¥— différentiable

que Jes gronpes indigués

i topologle
a structure (hs) et

plus baut, ©

adegnates anx agebres?

DD* = D™D et

ho= 9%k di":
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mensionnelle, modellée par Pespace vectoriel 1,
spectivement: le fibré tangent et le filré
structure sur G € T,(M) est la métrique
celle du modele Vy (See.2) . Alnsi, e groupe de structure G(M) sera ana-
logue (See.2). Par la suite, nous allons cousidérer (M. G), avee G régulier, ¢
pseudo- euclidéen h -dimensionel ot d — 2 forme différentielle, 2k - dimen
siounelle. Daus (Tensor 1988},nous avons montré que sur M i existe une
scule connexion canonigue Copérateur covariant V, donde
Ricer généralisse™ (J.R. Vanstone 1964)
et Vg =0 et qui ala conrbure
differentielle exacte, la structure

T(M) et To(M) sont re-
des formes bilindares ; l'object de
(a) symétrique du méme type que

par la "lemina
, qui vérifie VG = 0, douc Vg=0
Ricei symétrique. Au cas du dj = 0 est
sur M sera Kahlerienne; alors V est une
connexion Levi - Civita, ayant, en plus du courbure Ricei symétrique et
torsion nulle. Dans ce cas, nous allons considérer la métrique asymeétrique
G. qui vérifie en plus: B = Vi, ot R désigne la courbure Ricci de la
councxion V. Nous dirons que (M, G} est une variété Eistein - Hadamard
(asymétrique) puisque, si § = 0, on obtient la variété Einstein, {A. Besse,
1987}

4. Nous nous réferons maintenant aux déformations infitésimales,
relatives anx champs vectoricls i, @

»+; on utilisera, en dehors de I'opérateur
Vo et la dérivée Lie £, jo rappelle

la relation entre eux, 4 savoir:
(C;‘,V)u‘u = [Cf,, Vﬁ-] = VI,',’H.]

(Ladiv) = [Ev,ffiu.] dive(div).

Si l'on étudie la deformation de la mé

- (3)

trique G nous avons la relation
(L5V)G = ValLs,G); (Ladiv)G = ~(Ap0 + Vdivn),
Silonadg =0 (Kéhler), alors § = dw

g = 2(g @ a).
On aura alors, en définitive:

a; et le pfaflien wy s'éerit ainsi -

§

(4) tedwy + dg(5, @) = twls + U, uld-

'__En barticulier, si v = @ on arrive

.'(5)

a la formule remarquable:

tag +dlJuf* = ta(Lag).

'_'hi établit la relation entre

1 ¢ les parties symétrique et antisymétrique de la
etrique G
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Example.l l?a11s la cas de quaternions (octaves) pures qui forment .S:_-; BIBLIOGRAPHIE
(resp. S7 ) euclidéen de base ey, ey, ¢35 (resp. ey...e7} il existe le produit
vectoriel ; qui au cas différentiel conduit au roteur. Alors (5) conduit & Ia : . ‘ o ,
formule: I Gheorghievw, Gh. - \pplications of hypercomplex analysis to the differential
: geometry, Analele St. Univ, Tasi, Mat , 38 {1992}
2, 0

I
{5 (0, VYo =rotv AT + §V52(He]mlloltz)

ayant un role remarquable, surtout dans la dynamique des fuides.
5. Je crois que les formules (4), (5) powrront ¢*re utilisées pour
déchiphrer les relations entre les forces fondamentales de la physique, dans
lequelles ie réle fondamental appartient aujourd’hui 4 1a maeLrique asynctri-
que et aux groupes qui la laissant invarinate. Cette assertion s’appuie sur
les 2 considérations suivantes: .
1. Toute algébre (hc) A (non commutative), i base dénombrable oo
(€0,&), peut étre munic d'une norine (mmétrigue) asymétrique ot done
P'application bilinéaire 4 x A — A s’exprime encore ainsi : <c = Qe par le
tenseur Cy; 5 des constantes de structure. Ce = C%y + C&: C® = Ciy= 14
C&'m + C'[Oaﬁ] mais C'gﬁ définit § sur A, tandis que C[”]-J] le § de A lesquelle, B
en général sont indépendantes et on a: g @ g =G la métrique asymétrique
pour tout (A, e) noncommutatif,
Si l'on considecre C% -differentiable (M, G) modellée par A, la condi-
tion Kahler dg = 0 établit, grosso modo, les relations des conclitions {4,5).
2. Du livre de A.Salam sur la "Grande unification”, on constate que,J
Jusqu’ & présent c’est - & -dire dans I'unification de 3 forces fondamentales en
une seule "electro - nucléaire” | un role de base a joud la métrique Hermite - |
Kahler sur la variété espace - temps et les groupes crthogonans ef unitaires |
qui Uinvariant, dans les étapes de l'unification qui se sout suceédées.
Conclusion. En ce qui concerne "la grande unification’ Jje suis par- |
venu qu-on doit admettie comme hypothése de travail (Gedanke ny pothese)
comme il était d’habitude en physique au debu® du siecle, la suivante 3
Pexistence d'une relation naturelle (intrinséque) erprimic var les formules |
(4,5) entre l'attraction universclie, representée par métrique o Einstein
Hadamard de ¢ dessous, et, la force electro - wiciéare par la structurg
symplectigue (§,d§ = 0). Paimerais qu'un interprétation compéténte de 8
part de physiciens, de ces forinules, adéquat au cas, pourrait les aider ets
peut-étre, leur épargner des efforts improductifs. ]
En fin, je le dis moi aussi: "Dixi et aninamn levavi”, ce qui veut dires
J'ai dit ainsi ai soulagé mom ame.
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