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REMARQUES SUR LA GEOMETRIE DE FINSLER D'UNE VARIETE
DIFFERENTIABLE
PAR
1. P, POPESCU

Dans ce qui suit nous considérerons des variétés différentiables réelles,
¢ .différentiables, sans bord et fini dimensionelles. On utilise les notations
de [1].

[ ]1. Le diagramme affine. Dans sa remarquable monographie [1]. M.
Vlatsumcto précise que la géométric de Finsler d’une variété différentiable
M se déduit de I'étude d’un systéme d’espaces fibrés qui sont associés d'une
maniére naturelle a la variété M. Ces fibrés sont :

L(My=(L, M, =,,G) — le {ibré des repéres linéaires,

T(MY=(T, M. =g, 1", G) — le fibré tangent,

F(M)y=(F, T, =, G) — lc fibré de Finsler.

Nous indiquerons ces fibrés par le diagramme de la {ig. 1, que nous
appelons le diagramme de Finsler de la variété M.
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Dans [2], nous avons montré qu'on peut associer i la variété M un
diagramme plus complet que le diagramme de Finsler, qui contient celui-ci
comme un sous-diagramme. C’est le diagramme de la fig. 2, qui se déduit du
[ibré principal des repires 1f fines définis sur M, ct nousl'appelons le diagram-
me af fine de M. 11 contient les fibrés suivants:

A(MY=(A, M, =, Ge) — lc fibré des repéres affines,
L{M)=(L=A|V" M, =, G)— lc fibré des repéres linéaires,
[(MY=(T=A|G, M, =g, V", G) — le fibr¢ tangent,
F(My=(A=F, I'=A|G, =), G) — le fibré de Finsler,
FoM)=(A=F, L=A|V* 5, V") — le fibré trivial des repéres.
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_ 2. Le groupe affine. Nous appelons groupe affine récl dordre n, noté
(. le groupe des antomor phismies af fines de espace vectortel réel V',

: Si G est le groupe des automorphismes linéaires de 7, on sait que
(v A est isomorphe 4 7" =G, et 'action de ¢4 & gauche sur 77 est donnée par
(1) et Vi V2o p8(V)=et-gV, Vel
On déduit d’ici la lois du produit du groupe G :

(2) (v. i, W)= (v+gw, gh), (v, )" =(—g "= ¢7).

Si on note par 0 (zéro) L'élément nul du V* ct par e I'¢lément unité du
(. alors nous avons

(3) (v, g)=(v, &){0, g)=(0. g){g " v, ¢),

Ct, par conséquent, identifiant V"x {e} avec V" et {0} xG avee G, nous
pouvons écrire GA=V"G. {produit demi-direct}.
Considérant le groupe affine GA comme groupe de Lic ct nofant par
(1" {algébre de Lie des champs vectoriels gauches invariants, on peut écrire
GA'=V*"®G’, oa V" est I'algtbre de Lie de V7 et G’ 'algébre de Lie de G.
Un champ vectoriel gauche invariant (V, A) €GA’ est de la forme

(V, )=V E,+ALE},
ol (E,=gbd[av’, Eb=g5¢/dgt) est la base dc l'algébre de Lie GA', déduite
de la base naturelle (8/9v®, 9/dg8)co.)-
L'opération crochet du GA' sera
(4) (V, 4), (W, B)'=(4W—BV, [A4, B]),

oir (4, B] est l'opération crochet du G'. En identifiant 77- {0} avec V"
et {0}+G' avec G' on peut écrire

(3) [V, W]==0, [4, Wi=—[W, 4A]=A4W, [A, B]l=AB—BA,
ou A =6’ est consideré comme opérateur linéaire de V"

Si
(6) F.o:GAGA D (o 0w, B)=(v, g}{w, k) (v, g7%)

est l'automorphisme intérieur de GA correspondant de l'élément (v, g) €
=GA, alors lopératenr adjoint associé sera

(6") ad(v, &)(V, Ay=(gV—gdg™v, gAg™)
et par conséquent
(6") ad(v, g) ™V, A)=(g7(V+4v)}, g7'4g)

3. Les translations & droite et les champs fondamentaux. L’action
du groupe affine G4 sur le fibré principal A(M) est définie par la relation

{7) v AXGA—-A|(n, (v, ))=(y+2v, 2g),
oit u={(y, z) €4 et {v, g =GA. On écrit
(T) (y! z)(v: g)f‘(y"}'zv’ zg)
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Sio(af wf, 23) sont les coordonnées de u dans une carte locale de A,
dédueite duae maniore nalurelle d'une carie locale de A7 et (@, g8) les coor-

donndes de (v, g) dans la carte naturclle de GA. alors on peut derire

1+ =
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~a’Tmhhar
ot (T, 1%, 73 sont los coordonnées de =i, {7, g)),

Pour (v, g) =C 1 [ixé, on obtient Ia tramslation a droite de A(M)

(87 - o) = (229, 2g).
Romargn, i Pour un ¢ément (0, g) €G41 nous avons
{9) Tepl{#)={", 2g).

Donc, une {ranslation @ droite sur A(M) pour un élément (0, g), peut
&tre identifiée avee la translation & dreile 3, avec g=G, sur le fibré de
Finsler IF(A7),

Remargie 2. Pour un élément (v, ¢) €GA nous avons
(10 ~@.o(it={yrd-2y, 5}

Dont, une transiation a droite sur A(A) pour un élément (v, ¢} peut
otre identifi‘c aves la translation 2 droite pour v €V sur le fibré trivial
F (M), Unc telle translation est une transformation S, de /° considérée en
(11 Drepositicn 7.2,

Ew identifiant =, avee 3, el 7. avec 5; on obtient
(1) e . T =S =510,

Remarque 3. Chaque translation & droite de A{A) peut étre décom-
poste en deux tiansformations ; unc translation & droite sur le fibré F{ad)
ot e translation  droite sur I7o{A7). La régle de commutation de ces deux
transformations est donnée par (11).

Un champ vectoricl fendwnental du {ibré A(M), déduit d'un champ
vectoriel gauche invaviant (¥, A)=GA’, sera

(12) Z(V, Ay=VZ(E )+ AZ(E})
(S
(13) ZE)=ih L Z(E) =2t <
agt dzh
Par rapport - Vaction de GA sur A(M) nous avons
(14) 2 eV, Ay=Z{ad{e, &y ™MV, A))=Z(g(V+Ax), g7 Ag).

$i on fait Uidentification (V, O)=1, (0, A)=4, on obtient

Remarque 4. Les champs vectoriels Z{4) avec A G’ sont des champs
vecioricls fondamentaux sur le fibré de Finsler F(M). Par rapport & une
transformation S. de l'espacc I” nous avons

. a a
(5 SiZ(AY=7(Av, Ay= Assi(op L 0 LY
(15) A = A=A
Les champs vectoricls Z{V) avec V V", sont des champs vectoriels
fondamentaux sur le fibré trivial Fo(M). Par rapport & des transformations
B, el S, de lespace I nous avons
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(16) B2(V)=2(gV), SZ(V)=Z(V).

Un champ fondamental Z(V) est un cham ; i
considéré cn [1], De finition 7.3‘( ) p fondamental induit Y (),

4. Sections globales. Remarque 5. 1'isomorphisme
(17) L Fs L1 VrI(u)=(z 171y}
considéré e ? 11 : iti
suivantgc: en [1]. Proposition 6.1. est une conséquence de la proposition
L’application

(18) a6 . L+ Flcj{z)=(0, 2

est une sectron globalc de fibré trivial F,(M). L'espace tot £
quent}trivial et difféomorph avec la v;(riégé procll)uite Loxall"l‘c ol par conse:
_ vemargue 6. Le groupe affine GA du fibré princi ' :
tible 2 gronme. limease GI? u fibré principal A(M) est réduc-

C)elie z;_f}l)rmation est le résultat des propositions :

a) Le fibré tangent T(M) est un fibré associé du fibré

b) La section nulle ) 4 ocié du fibré A(M).

(19) op *EM-soh(x)=0s M,

est une sectzon globale du fibré tangent T(M).

) ( Ey ) Y| ( )s Tinine un

X VP M, | &(v)== y 4 22, son inverse étant ,x': M ]
% 1 > , € . : 2> Vol 2 X)) =
;?I‘(é;g)), .?_('—L-de' Nous avens défini ainsi I'application %I:"Fi V)"—>
» B)=3~+2v, ¢ éduit &, : T|a =
P &,zgt,osv. ott on déduit & : A->T|&, (W)=y--zv et par con-
Remarque 7. L'application

o’=(o%, 6%) ; L(M)—T(M)

représente un plongement de fibré L{M)} dans le fibré de Fi

L'unage o®(L(M)) est un sous-fibré fermé de F(M o oot

. y et

If(M)an(L(M)f)be§t un sous-fibré ouvert de F ((M)). B
es sous-iibres jouent un role important dans la géométri i

de la variété M, qui constitue un probléme d’une étudcg futurer.le de Hinster
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THE GROUP OF TRANSFORMATIONS OF FINSLER CONNECTIONS
SPECIAL CASES

BY
M. S. RADIVOIOVICI

§0. Introduction. Let M be an u-dimensional differentiable mani-
fold, and (E, =, M) a vector bundle over M with fibre dimension . Denote
by (E) the algebra of vector ficlds over E, by (L) the algebra of covec-
tor fields on E and by A{(E) the algebra of the lincar mappings of () on
% {E). Further we shall consider any metric tensor field on E as a section
G in L{TE, T*E), G : ®*(E) and G™': &"(E)->G(E) be the inverse of
such that G Y(G(X))=X for allw and X in %*(E) respectively in F(E). In
the following sections we give an invariant form to the properties of the
Finsler geometric objects, to make possible a global view upon how useful
the method of Finsler geomectry can be in the study of the geometry of a
vector bundle endowed with remarkable geometric structures.

§1. The group of transformations of Finsler connections. Let N be
a nonlinear connection and V a Finsler connection on (E, =, M). A transfor-

mation of Finsler connection (N,V)—(N, V) is given by
(1.1) N=N—4A, VE=VE_DLiV,,, Vi=Vi—Di

Where A4 is a Finsler tensor field of type (}3) and
D: % (E)~>AYE), X—Dy

such that

(DgY®)7=0; (DgrY¥)"=0. (DxvY")"=0; (Dx¥ YV =0.
If we denote that D¥=D.n, D%=D,v wegetsimmilar propertisfor Dg
as for V. 1f we denote by D", D¥: % (E)—»A{E) and by D¥: FH(E)-+AYE)
it is possible to rewritc the above conditions: the vertical and horizontal
distributions are parallel with respect to D and Dk for any X In X (E).

Theorem 1.2. The set of all transformation of Finsler connections of

type (1.1) and the composition of mappings has a group structure. The group
acts ef fectively and transitively on the set of Finsler connections.

Further we give the transformation laws for the torsion and curvature
tensor fields when 4=0.

T(X, Y)=T(X, Y)~(D,Y—DyX),
{ (X, Y)=R(X, Y)—(Vy D)y +(VrD)y +DyoDy—DyoDy~Dry.1



