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Hence, Q(r, f} = S(r,f) and Ny (r, P) > N, (r, f). Hence we have
1 1 1
n.T(r,f)(n.N(r,f_a) +N(r,P_b)+N(r,m) =

- [N, (r,f)+ N (r, %)] +5(r, f)

Theorem 3. If P is the homogeneous differential polynomial of degree n and
a, b, ¢ are the constants then

§{a)+(m+1)[6(b,P)+6(c,P)) <2(m+1).
Proof. Now by definition of deficiency we have

N (r, flTa) <(1=6(a)+a)T(rf),

N (r, -P—l_—b) <(1=6(bP)+e) T(r, P),

N (r, Pic) <(1=6(c, P) +ea)T(r, P).

Now,
m(r,P)<m(r,f)+m(r,P/f)=m(r,f)+S(r,f},

NEPY<a(m+DN(r,f)+S5(rf).
Hence,

T(r,P)<n{m+1DT(r,)+5(r,f)},

nT(r, f} < n(l = 6(a) + 1).T(r, )+
(1—6(b,P)+e2+1—8(c, P) + e3).n(m+ L)T(r, f) + S(r, f).

Le.

T(r, f) < {14+2(m+1)—8(a)—m+1)é(b, P)—(m+1)é(c, P)+€}T(r, [)+O(T(r, f))-
Hence we have

§(a)+ (m+1)[6(,P)+5(c, P)) <2(m+1).
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QUELQUES THEOREMES D’'INVERSION
POUR LES MULTIFONCTIONS

PAR

C. C. CHOU

1. Introduction. Ces derniers années, divers auteurs ont généralisé le
théoréme classique d’homomorphisme de Lyusternik-Grave [12] pour les multifonc-
tions. En dehors du cas vectoriel, des résultats sont également obtenus pour des
multifonctions d’un espace métrique ou quasi-métrique dans un autre ([6),111]).
Dans ces articles, la métrique intervient de fagon essentielle. Or le probléme
d’ouverture d’une multifonction est un probléme topologique et il nous semble
naturel de chercher des critéres d’overture liées plus intrinséquement i la topologie
qu’a I'emploi d'une métrique.C’est dans ce but que nous définissons dans la section
suivante les suites convergentes d’ensembles et les suites sommables d’ensembles.
Grace a ces notions, nous obtenons nos pricipaux résultats d’ouverture qui nous
permettent en particulier de retrouver le main-théoréme de Borwein-Zhuang [5],
le théoréme de Robinson-Ursescu [15][16].

Dans la section 2, nous considérons d’abord une multifonction d’un espace
vectoriel topologique dans un autre et nous démontrons une relation fondamentale
énoncée dans le théoréme 2.2. Cette relation nous permet de déduire un théoréme
d’inversion locale quand 'espace d’arrivée est i base dénombrable. Nous mon-
trerons ensuite comment on peut transposer nos résultats dans le cas non vectoriel.

Dans la section 3, nous considérons des multifonctions transformant les en-
sembles convexes en des ensembles convexes, et un résultat similaire au théoréme
2.2 est donné.

Enfin dans la section 4, nous utilisons des multifonctions approximantes, plus
particulierement des approximantes coniques, pour étudier le probléme d’ouverture.

2. Les principaux resultats d’ouverture pour une multifonction
d’une espace topologique dans un autre. Dans cette section, nous décrirons
un cadre général oil la méthode itérative de Newton peut étre appliquée pour
obtenir quelques résultats d’ouverture.

Nous désignons par £, G,.. des espaces topologiques; par E, G,.. des espaces
vectoriels topologiques; par F, Fy,.. des espaces de Fréchet; par Ng, Ng...le
filtre de voisinages ouverts de zéro de E, G etc. Nous disons qu’on espace uniforme
(pas forcément séparé) est complet si tout filtre de Cauchy a un point adhérent.
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Nous appelons muitifonction de £ dans G une application f qui a tout z € E
fait correspondre un élément f(z) de 'ensemble des parties de iG. Le sous ensemble
F = Ugep{z} x f(z) de E x G s’appelle le graphe de f. Nous supposons dans
tout 'article que F est séquentiellement fermé. Nous disons que f est ouvert en
(a,b) € F, si Pimage par f de tout voisinage de @ est un voisinage de b. Nous
disons que f est ouvert autour de (a,b) € F, s'il existe un voisinage W de (a, b} tel
que f soit ouvert en tout point de W N F.

2.A. Ouverture d’une multifonction d’un espace vectoriel topolo-
gique dans un autre.

Definition 2.1. Une suiie de sous ensembles S,, de G est dite convergente
(resp. sommable}, si toute sélection z, de S5, est le terme général d’une suite
convergeant vers 0 (resp. d’une série sommable).

1l est clair qu’une suite sommable S, d’ensembles est convergente et que tout
W € Ng contient Sy, + ... 4+ Smyj dés que m > myg pour un mg convenable.
De méme, on a U,, C W a partir d'un certain m st U, est une suite conver-
gente d’ensembles. D’autre part, si G est un espace métrisable, il existe une
suite sommable d’ensembles formant un sysiéme fondamental de voisinage de zéro.
Montrons d’abord le résultat fondamental suivant(la forme actuelle de I'énoncé est
suggérée par prof. C. Ursescu}):

Théoréme 2.2. Soit f une multifonction de E dans G, son graphe est supposé
séquentiellement ferme. Soient S, une suite sommable d’ensembles de E I/, une
suite convergente d’ensembles de G et P un sous ensemble de G tels que pour tout
n € N et pour tout & € Sy +...+ Sy, on ait: (f(z}NP)+U, C f(z+Sas1)+Unsr.
Alors, on a:

VnENYVZES +...+Sn: Qun(f(x)+Un) C flz+Th),

o0
Qu={y€GIVM>ny—UnCPletTy= > Sn.
m=n+1l

Démonstration. Soient n e N, z € Sy +.. . + S, et y € Q. N{f{z) + /y).
Posons z, = z. 1] suffit qu’on démontre qu’il existe une suite z,, € E(m > n) telle
que Emy1 € Em + Sm41 et que ¥ € f(zm )+ U Ceci se démontre par recurrence.
En effet, pour m > n, de y € flzmar) + Umyr, on déduit y = ym + 4y pour un
certain y,, € f{z,) et un certain uy, € U,,.

Donc ¢y = ¥ = ttm € Qn — Um € P. Parsuite, y € (f(zn) N P)+ Up; et ce
dernier ensemble est contenu dans f(zm + Sm41) + Um41 par hypothése. 11 existe
donc m41 € Zm + Sm41 tel que y € f(@map1) + Umgr-

Le résultat suivani est souvent utile dans la pratique.

Théoréme 2.3. Soit V,, C G. Supposons que f, P, S,, U, solent définis
comme dans le théoréme 2.2 el que pour tout £ € S; + ...+ 8, on ait:

(f() NP} + Un € f(z + Snp1) + Vot
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Supposons que pour tout n, il existe U € Ng tel que Vy + U € U,. Alors la
conclusion du théoréme 2.2 reste valable.

Démonstration. Il suffit de remarquer que la relation V,, + U C U, implique
(Z + Va) € Z + U, pour tout sous ensemble Z.

Pour illustrer ces résultats, nous allons déduire comme corollaire le théoréme
d’inversion locale suivant et le théoréme bien connu de Banach.

Théoréme 2.4. Soient f, Sn, Un et P définis dans le théoréme 2.2 et vérifiant
Jes mémes hypothéses. Supposons en outre que P = Py + U, ot U € Ng, que les
S, contiennent 0, et que les U, soient ouverts. Alors pour tout V € Ng, il existe
mg tel que pour tout j € N, tout m > my, il existe W € Ng tel que l'on a:
Ym + W C f(&m + V) pour tout Tm € S + ... 4+ Smyj, tout ym € Po N {(f(zm)).
(La multifonction f est uniformément ouverte sur ces (€m, Ym))-

Démonstration. Soit Vy € Mg fermé et contenu dans V. Soit mg € N tel
que Sy + ...+ Sm4; € Vo, Un — Umy; CU,Vm 2 mp et Vj € N. On en déduit
alors pour m > m, et j € N, les relations:

Ty +Tm+j gxm+Vo§zm+Vet, (f(::m)ﬂPo)+Um+_; ng‘H'

Mais le théoréme 2.2 montre qu’on a:

Qm+i VF(2m) + Umsi) C f(zm + Trmes)-

On en déduit donc (f(zm) N Po)} + Umyj C flzm + V). D'ol le théoréme, avec
W = Um+j.

Théoréme de Banach. Toute application linéaire bijective f de graphe
fermé de F dans Fy, est un homeomorphisme,

Démonstration. Il s’agit de montrer que f et f~! transforment les ensembles
ouverts en des ensembles ouverts. Soit W € AN, montrons que f(W) est un
voisinage de zéro. Par le théoréme de Baire, on sait que f(.5) est un voisinage de
zéro, pour tout § € Np. Soit 5, € AF une suite sommable telle que S; +.. .+§n +

... C W et soit V,, € NF, une suite convergente. Alors posons U, = VN f(5n41)
on a:

f(x)+ Un C f(z + Sny41) pour tout x € F.
A fortiori, f(z)+ U, C f(z + Snt1) + Uns1, pour tout z € F,
Il ne reste qu’a appliquer le théoréme 2.4. De la méme maniére , on voit que f=!
transforme les voisinages de zéro de F; en veisinage de zéro de F

2.B. Ouverture d’une multifonction d’un espace topologique dans un
autre. Nous allons maintenant transcrire nos résultats au cadre géneral des espaces
topologiques. Tout 3 € E x E étant identifié au graphe d’une multifonction,
2_(z) est ’ensemble des =’ € E tels que (z,2') € 3 et Y (A) la réunion de ¥ (z)

ot z € A. L'inverse de §_ est noté Y., ie. 3.7 = {{z, ¥y, z) € 2_}. Nous



506 C.C, CHOU 4

appelons relation tout S C E x E tel que S(z) # @ et S~(z) # @ pour tout
z € E. Nous appelons “entourage” tout S C E x E tel que S(z) est un voisinage
de z et cela pour tout z € E (les guillemets pour dire qu’il n’ a pas forcément le
sens habituel du mot, nous écrirons entourage quand il s’agit des entourages d’une
structure uniforme). Enfin, pour des relations S;,...,S5, et * € E, nous notons
par Sy, ...S1(z) I’ensemble des ' € E tels qu'il existe une chaine z; € E vérifiant
T € S1(z), 23 € Sa(x1), ..., 2’ € Su(za_1).

Nous supposons dans la suite que nos espaces topologiques possédent un
systéme fondamental de voisinage fermé. Nous désignons par R, (resp. Rz) une
famille d’ “entourages” S tels que pour tout z € F, la famille de ces S(z) (resp.
S(8(x)) ) forme un systéme fondamental de voisinage fermé de z.

Definition 2.5. Soit E un espace topologique.

1. Nous disons qu’une suite de relations S,, est sommable, si toute chainez,, € E
telle que £o41 € Sa(z,) est convergente. Nous disons qu’une suite est “R;
- uniformément” sommable (i = 1,2), si elle est sommable et si pour tout
S € R;, il existe m tel que pour tout n > m, tout j € N et tout z € E, on a:

Sngj -+ Sa(z) C S(2).

2. Nous disons gu’une suite de relations U, est convergente, si pour tout z € E,
toute  sélection =z, € U7(z) converge vers z.
Nous disons qu’une suite est “R; — uniformément” convergente, si pour tout S € R;,
il existe m telle que pour tout n > m,onal/; CSetU, CS.

Remarquons que si S, est suite de relations R - uniformément sommable,une
chaine a; € S;(aj_,) est évidemment convergente; si a désigne une limite de cette
suite, alors toute sélection a; € Sj(aj_,) converge également vers a. Ce résultat
nous sera utile pour la proposition 2.9. C’est par analogie avec le cas vectoriel
traité que nous utilisons les mots sommable et convergente. En effet, si S, est une
suite sommable (resp. convergente) d’ensembles d’un espace vectoriel E, la suite
de relations Sp:= Uzer{z} X (Ss +z) est sommable (resp. convergente) au sens de
la definition 2.5. Notons qu’une suite “uniformément” sommable de relations est
convergente, mais une suite sommable de relations peut ne pas étre convergente.
En effet, considérons dans R. la suite de relations suivante qui est sommable mais
non convergente, S, = ({0} x [1,2}) U (Uzer(z, z)).

Théoréme 2.6. Soit f une multifonction de E dans G de graphe séquentielle-
ment fermé. Soient S, une suite sommable de relations dans E,U,, une suite con-
vergente de relations dans G, P un sous ensemble de G et enfin a € E. Supposons
que pour tout n € N, pour tout £ € 5, ... 5,{a), on ait:

Un(£(z) 0 P) C Uns1(f(Sns1(2)))-
Alots on a:

Vﬂ. E N, VZ’ € Sn 000 Sl(a)) Uﬂ(f(x))) n Qﬂ _C_ f(Tfl(x))’
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oit Th(z) est Pensemble des valeurs limites des suites y; € G vérifiant ¥y, €
Sn41(2) .- Yj € Snti(yi-1), et 0 Qn = {y € GIVm 2 n,Un(y) C P}.
Démonstration. Il suffit de calquer la démonstration du théoréme 2.2.

Lemme. Soit Py € G. Soit U, € G une suite de relations. Posons
P = Un>m(Un(Po)) et soit P 2 Ups>m(Uy (Pm)). Alors, pour tout n > m, on a:
Un(Po) CQn, 00 Qn={y€GNj2n, U (y) € P}.

Démonstration. Evidente.
Ce lemme nous permet de mieux interpréter le théoréme 2.6. En effet, si P et
P, sont liés comme dans le lemme, on peut remplacer la conclusion du théoréme

par:

Vz €S, ...5:(a), ¥n > m, Un(f(2)NPo) C f(Tu(x)).

‘est. bien un résultat d’ouverture si Un est un “entourage”. Ainsi, nous avons
1
obtenu le ’

Théoreme 2.7. Soit S, € F une suite “R,-uniformément” sommable de
relations et pour chaque n, nous supposons que S, contient la diagonale. Soit
U, € G une suite “Ry-uniformément” convergente de relations qui soient aussi
des “entourages”. Soient a € E, m € N, P et Py deux sous ensembles de G tels
que P 2 U; nom(U; (Ua(Po))). Supposons qu'on ait: pour tout n € N et tout
T e .S',,...Sl(a),

Un(f(z) 1 P) C Upn41(f(Sn+1(2))).

Alors f est ouvert en (a,b) oli b € f(a) N Fp. De fagon précise, si S € Ry et si mg
est tel que Sny;j ... Sa(z) C S(z) pour tout £ € E, tout j € N, tout n > myq, alors
pour tout £ € Spy; ... Sa{a) ot n = Sup (m, my), tout y € f(z)N Py, on a:

Un+j(y) € f(S(2)).

Dans un espace pseudo-métrique , (sa topologie est définie par un écart) nous
notons par B(z;t) la boule cuverte de rayon t centré en z, et par B(A;t) la réunion
des boules B(a;t) ot a € A.

Corollaire 2.8. Soient E et G deux espaces pseudo-métriques, E complet, et
f une multifonction de E dans G de graphe F fermé. Soit (zq, yo) € F. Supposons
qu’il existe un voisinage ouvert I/ x V de (zo,yo), une série réelle convergente de
terme général s,, > 0, une suite réelle strictement décroissante u,, tendant vers zéro
tels que pour tout (x,y) € FN(U x V), on ait :

B(y;ua) C B(f(B(2;5041)); tn41)-

Alors la multifonction f est ouverte autour de (zg, o).

Démonstration. Posons

Sn = {(z,2") € E x E|d(z,2') < s}, Un = {(3,¥) € G x Gld(y,¥') < un}.
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Pour les structures uniformes de E et (7, ces suites sont respectivement uni-
formément sommable et uniformément convergente.

On peut supposer que B(zo;r) CU ol r=3" ., 5, et que P = B(yo; 3up) C
C V en remplagant éventuellement les suites s, et u, par leur reste convenable.
Posons Py = B(yo;ug), on a bien U7 Un(Po) C P pour tous les entiers naturels j
et n. Pour tout (z,y) € FN{B(zo;r) x B(y;u0)), en appliquant le théoréme, on
obtient :

B(yiun) C f(B(z;ra)) ol rn = 3 _s;.
j=n

Nous allons montrer que ceci contient un résultat de Borwein-Zhuang [5]. Ces
auteurs introduisent une fonction 6: Ry — R, continue strictement croissante
avec §(0) = 0 et une fonction a: Ry — Ry telles que lime_o(8§ (a()))/t < 1. IIs
montrent

Théoréme de Borwein-Zhuang. Soit f une multifonction d’un espace
métrique E dans un espace métrique G de graphe F complet. Soit (zo,y0) € F.
Soit enfin U x V' un voisinage de (z¢, yo) tel que:

Y(z,y) € (U x V)N F, on a: B(y;6(t)) C B(f(B(x;1))a(t)).

Alors il existe un voisinage Uy de zq, un voisinage Vp de yp et une constante K > (,
tel que:

V(z,z) € (f (Vo) NUp) x Vo, on a: §(Kd(z, f~'(2))) < d(z, f(z)).

En particulier, f est ouvert autour de (zo, y0).

Démonstration. Comme le graphe de F' est complet , on peut supposer que
E est complet en le remplagant au besoin par son complété E| et définit flz): = ¢
pour z € E et z € E. D’aprés la condition portée sur la limite sup. de a et §,
il existe ¢ < 1 et tg > 0 tels que V¢ € (0,0], on a : 67! (a(t)) < ct. Par suite :
aft) < 8(ct). Posons sp4; = ¢™to, un = 8{c"tg) et choisissons t; assez petit pour
que B(y;36(20)) C V et que B(zg;{(1 —¢)"'t5) CU. On a alors :

B{y;un) € B(f(B(z;c o), a(c™to)) C B(f(B(Z;5n41); Unt1)-

pour tout (z,y) € FN (U x V). On est bien dans les conditions d’application
du corollaire 2.8. la multifonction est ouverte. De fagon précise, dans la fin de la
démonstration de ce corollaire, nous avons obtenu la relation:

B(y;un) € f(B(z;r,)) pour tout (z,y) € FN(B(zxe; (1 - ¢)™ o) x B{wo; 8(t0)))-

Cette relation nous montre que la conclusion de théoréme est vérifiée pour
K = ¢ (1 -¢), Up = B(zo; K~ ") et Vo = B{yo;37'6(fo)). En effet, soit
(z,2) € (f7 (Vo) NUp) x Vg et soit F€ f(z)N V. On a

¥ = d(z, £(2) < d(2,9) < 28(to) = uo.
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La suite u, étant strictement décroissante, on trouve n tel que
Unyy <7 < g,

On trouve par suite y € f(z) tel que
. 2
Unpr <7 +e=d(z,y) <inf (up, ;ug).

La derniére inégalité et 2 € Vj impliquent y € B(yg, ug). D’aprés notre corollaire,on
a;

z € B(yiun) C f(B(z;mn))-

Donc

d(z, f7H{z)) < rp = tec®H K = %6-1(%“) < ?l{—é"(d(z,f(::)).

Remarque. On ne peut pas remplacer limsup par liminf dans ’énoncé de la
condition vérifiée par les fonctions a et 8. Voici un contre exemple. Soient a,, o,
et &, des suites de réels tendant vers zéro telles que 6,41 < a, < an < §,. Soient
E = {0} et G = {0,a,,a,,...}, munis de la topologie métrique induite par celle de
R. La fonction f: £ — ( définie par f(0) = {0} n’est évidemment pas ouverte en
(0,0). Observons cependant que pour tout n, on a :

{0,a1,...an} = B(0;6,) € B(f(B(0,ts));n) = {0,a1,...a,}

et tout ¢, > 0. Cette derniére relation nous permet de construire des fonctions a et
§ vérifiant 3 la fois lim, o6~ Ha(t))/t < 1 et B(0;5(t)) C B(f(B(0;1)); a(t)). En
effet , prenons ¢ €]0, 1], et posons t, = ¢®, m, = (tn41 +1n)/2; la fonction linéaire
par morceaux « dont le graphe passe par les points (th41, @nq1) . (M, ) , et
{tn,an) pour tout n et la fonction linéaire par morceaux & dont le graphe passe par
les points (tni1,6n41), (7n, an) et (1,,6,) pour tout n, répondent i la question.
J’ignore par contre si la condition “lm,_ 6~ !(a(t))/t < 1”7 est suffisante dans le
cas ol £ et G sont des Banach.

En calquant une démonstration donnée par Kelley ([10],page 202), nous allons
montrer

Proposition 2.9. Soit f une multifonction d’un espace toplogique E dans un
espace uniforme (G. Nous supposons que le graphe F de f est fermé. Soit S, une
suite "Rq-uniformément” sommable d’ensembles de E telle que pour chague n,il
existe un entourage V tel que pour tout (z,y} € F, on ait:

V(y) € f(Salz)).

Alors on a:

¥z € E,Vn € N,Vj € N, f(Sa(2)) C f(Tn4;(Sn(2)))-
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En particulier, f est une multifonction uniformément ouverte, i.e. VS € Ry,3 un
entourage V tel que V(z,y) € F, V(y) C f(S(x)).

Démonstration. Soit A un sous ensemble de A.Montrons d’abord que pour
tout n et tout b € f(A), il existe a € A tel que b € f(Sa(a)). En effet, soit V
I’entourage (qu’on peut supposer symétrique) associé a S,. On a b € V(f(A4)). 1l
existe donc (a,y) € (A x G)NF vérifiant b € V(y). Or par hypothése, on a V(y) C
F(Sn(a)). D'oll le résultat. Posons A = Sp(x) le résultat préliminaire montre qu’il
existe @} € Sn(z), tel que b € f(Snyi1(a})); et de fagon recurrente, on obtient

une suite af, . vérifiant @i, € Snyj4m-1(3j4m-1) €t b € f(Snyjam(aiym)).
La suite (a}) converge alors vers un certain a, parce que 5, est sommable. Pour
le couple (#,U), comme U(d) 1t f(Sn4i(al)) # ¢, il existe bien a;u € Snyila]) et
biu € (U(B)) N (f(a;)). La suite généralisée (a;u, biuy) converge alors vers (a,b)
suivant ’ensemble ordonné des (i, /) dont I'ordre est défint par (i, U) < (¢, U’) si
et seulement si ¢ < ¢ et U 2 U’'. Nous avons donc prouvé:

Vz € E,Vn,Vj, f(Sa(z)) C f(Tn4i(Snlx)).

Pour la derniére partie du théoréme, étant donné § € R, soit n tel que
Sntj - Sn(x) C S(z) pour tout z € E. Comme S(x) est fermé, on a T,(z) C S(z).
Done, si V est I'entourage correspondant a n, on a bien

Viy) ¢ f(5(z)).

3. Cas d’une multifonction quasi—convexe. Soient a et b deux points
d’un espace vectoriel réel, on appelle segment a,b et on le note [a,b], ’'ensemble
Urepo,nita + (1 —1)b}.

Etant donnés deux sous ensembles C et D, il est souvent nécessaire de savoir
si la relation d’inclusion C € D a lieu. A ce propos, il est intéressant de considérer
le probléme suivant: soient C, D, et U trois sous ensembles tels que C C D + U
pour tout ¢ > 0, (C est “ approximativement” contenu dans D a 'aide de U) que
peut-on dire de C et D ? Le théoréme suivant traite ce sujet moyennant une notion

de convexité.

Definition 3.1. Nous disons qu’une multifonction f de F dans G est quasi -
convexe si 'image par f de tout convexe est convexe.

Une multifonction de graphe convexe est quasi-convexe; toute fonction con-
tinue a valeur réelle est aussi quasi-convexe,

Théoréme 3.2. Soient C, une suite convergente d’ensembles d’un espace vec-
toriel localement convexe E, U, une suite convergente d’ensemblesde G et P C G.
Soit f une multifonction quasi-convexe de E dans G de graphe F séquentiellement
fermé. Supposons que (0,0) € F et que pour tout n € N, tout ¢ > 0, on ait:

Un € f(Cnt1) + €Unsr.
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Soit C' un convexe complet contenant tous les Cn et 0, et tel que:

P C f(CY+ €eUy, pour tout e > 0,

Alors on a:
P CAf(C), pour tout A > 1.

Démonstration. Soit ve 4"P, il faut rentrer que y € f(C). Choisissons
pi €11,2] tel que njgl p; = A. Soit g; le conjugué de p;, c’est 2 dire pj—l ferl=1
(Po = g0 = 1). Posons A; = p;g7! o g
E it 5 Aj = pjq; . On vérifie que A\; < 1. Les h ¢
impliquent que les relations suivantes sont vérifiées: ! ypothéses

P C f(C)y+ AUy,
MU © AL F(CL) + A daly,

A R VY cx .../\nf(Cn)'l-/\l ...)1"+|Un+1.

On trouve donc Zy € C, §, € f(Z,)... 7. € Ca et §, € f(Tn) tels que:

Ay € (T + M7, oA AT A A U,

Posons Y, = A~ (G + MiF, +...+ A, .. -An¥,). Lasuite Y, converge évidemment

vet:s v. ‘Il en est de méme de la suite Y, = Alpo . ..pﬂ)‘lv,,. Nous allons montre

qu'’il existe une suite convergente (X,) C C telle que Y, € f(X,). La lirn't.r

z de la suite vérifie alors y € f(z). Posons w, = {(g0...9 1)“3; et lf

((po 65}9,._1),4“1,\,,) Wy, " s
servons que les scalaires entre parenthé inféri a

(0,0) € Fet fest quasi—convexe, on per;‘xt. t.:lc:l}:sfeis ront nferieues & vn. Comme

vn €[0,Z,] tel que w, € f(vn), et
z, €[0,v,] tel quey, € f(zn).

écrirgnypir J;iéﬁnititznl de y,, on a_17,, = y°1+ --» + yn. D’autrepart, on peut
. e-{g 15—] tegpopljy (20}:;?))=’II‘)1 Yo+ 47 wi. Mais Yy = p5'¥,, il existe donc
Ty que Yy o). Toujours & cause de la quasi- ité
trouve X; € [Xo,v] tel que ¥, € f(Xy). S
De proche en proche, en écrivant

Yo = A(Po...pa) Yo+ .. + ) = 7 Wai + gy,

;t( )e(n )ap;;lliquant la qu‘asi—convexité de f, on trouve X, € [X,_1, vn] tel que Y, €
n}). 1l nous reste a montrer que la suite X, est convergente. Puisque C nest

complet, il suffit de montrer que 1 i :
o S suflt d que les X,, forment une suite de Cauchy. Cela résulte
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Lemme. Soit S, une suite convergente d’ ensembles de E. Pour toute suite
de couples (a,,b,) vérifiant a, > 0, b, > 0 et a, + b, = 1, et pour toute sélection
Un € S, la suite recurrente X1 = vy,...,Xn = anXa_1 + bpvn est une suite de
Cauchy.

Démonstration. On a: Xptj — Xoo = (@m41 - @mgj — 1) Xm + R(m; j}, ol
R(m;3) := (bnt1@ma2 - - - Gmgs W1 HOma20maa - Cmaj ) omajto . Hbmyjvmy;-
Parsuite: Xmy; — Xmti = (@mt1 - Ompj —Omyr - Gmyi ) X + R(m; §)~ R(m; i).
La suite d’ensembles S, est convergente par hypothése. En conséquence, pour toute
semi-norme |- | de E, on a d’une part:

M = Sup, ,esn(lv]) < co;  parsuite |[Xn| < M.

D’autre part, pour tout £ > 0, il existe m tel que on a |v] < ¢ pour tout v € S,
ou n > m. Ce qui implique que |R{n;j)| € ¢. Par ailleurs, remarquons que de
la définition des X, il en résulte que si ¢; = 0, les X;;, ne dependent pas des
vi,...,v;. En particulier s’il existe n > m tel que a, = 0, on aura [Xn4;| < £ pour
tout 7 > 0. La suite X,; est donc une suite de Cauchy. Examinons maintenant le
cas oll les a, # 0. La suite a; ...a, étant décroissante est convergente. Il exite mg

tel que pour tout n > m, on a:
lan .. @n4j = @n .. anyil < /M ol M = Sup,, e smlvl.

On en déduit que |X; — X;| < 2¢ pour tour i > m + mg et j > m + mg.

Théoréme 3.3. Soit f une multifonction de graphe séquentiellement fermé
d’un espace vectoriel localement convexe complet E dans un espace vectoriel métri-
sable G. §’il existe une suite convergente d’ensembles C,, de E telle que f(C,) soit
un voisinage de zéro pour tout n et si (0,0) € F, alors f est ouvert en (0,0).

Démonstration. Soit U, une suite fondammentale de voisinage de zéro de
G telle que U, C f(Cn+1). On a alors Un € f{Cny1} + eUnya, pour tout € > 0.
Done, pour V € Mg donné, soit C un voisinage de zéro convexe fermé contenu dans
V. La suite C,, étant convergente, on trouve m tel que C, C C' dés que n > m. Le
théorerne 3.2 montre que U, C Af (C) pour A > let n > m.

Nous avons le

Corollaire 3.4. Soit f une multifonction quasi~convexe de graphe fermé d’ un
Fréchet F dans un espace vectoriel métrisable G. Soit (a,b) € F tel que f(a + W)
soit un voisinage de &, pour tout W € Ng. Alors f est ouvert en (a, b).

Démonstration. L’ espace F étant un Fréchet, il existe une suite convergente
d’ ensembles C,, € Ng. Considérons alors la multifonction f, : £ — f(a -+ z) — b.
Elle vérifie les hypothéses du théoréme 3.3, elle est donc ouverte en (0,0).

On peut retrouver un resultat de Robinson-Ursescu.
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Théoréme de Robinson—Ursescu. [15],/16]. Soit f une muitifonction de
grapb.e convexe fermé d’ un espace de Fréchet F dans un autre F;. Sib est un point
de I’ intérieur algébrique de f(F), f est ouvert en tout {a,b) € F.

o Dém::mstration. Pour tout (a,b) € F, considérons de nouveau la multifonec-
tion f; qui a pour graphe le convexe F; = F — (2,8). De la convexité de F, et
(0,0) € Fy, on déduit que

P 0+ g7 f(w) C f(p'0+ g7 ' w),

pour tout w et tout p > 0, ¢ > 0 avec p~' +¢~! = 1. Donc Hlez) € qfi(2)
pour tout et ¢ > 1. Par conséquence, pour tout convexe W € Ng, on a.—fl(F) =
NilUgen aW) € Ugen ¢f1(W). Comme o est dans I’ intérieur algébrique de f,(F)
est non vide, une application du théoréme de Baire prouve que fi(W) est un
voisinage de zéro, fi est donc ouvert en (0, 0) d’ aprés le corollaire 3.4.

4. Notions d’ approximation. Nous allons étudier maintenanat dans quelle
mesure une multifonction proche d’ une autre multifonction qui est ouverte peut

?tre )elle—méme ouverte. Soient f et g deux multifonctions de E dans G. Soit
r,y)€F.

Deﬁn‘itiotvn 4.1. Soient S C E et V C G. Nous disons que g est une
V-approximation de f en (z,y) sur S, si on a: y + HS)CV+ flz+9).

Théoréme 4.2. Soit f une multifonction de graphe séquentiellement fermé
d? E dans F. Soit (0,0) € F et U x V € Ngxe. Soient S, une suite sommable
d’ ensembles de E avec 0 € S,, U, € Ng une suite convergente, et pour tout
(z,4) €U x V et tout n, soit 9(z,y),n 0 Vo—approximation de f en (z,y) sur S,
ou V,, est tel qu'il existe W € Ng avec V, + W C Uny1- Alors pour que f so';r;
ouvert autour de (0,0), il suffit que U, C I(z,9)n(Sn).

Dé_monstration. Sc_)it. Z € Ng, il faut montrer que f(Z ) € Ng- En prenant
au besoin les restes des suites S, et Un, on peut supposer que T = §;+.. 48, ... C
ZNU, et (~U,) C V' avec V' + V' C V, pour tout n. On a alors -

y+U, Cy+ g(::,y),n(Sn) CVo+ f(z + S,-.),

pour tout (z,y) € (U x V)N F. En particulier, pour tout z € Si+...4 Ss-1,0n
a la relation: o

(f()NV)+Un CVa+ f(z + S,).

Il résulte du théoréme 2.3 qu’on a: v+ U, C f(z+T,) pour tout z = §; +
o+ Sn et (z,4) € FN(T x (V). En particulier U, C f(T)C H(2).
) Pour.une multifonction donnée, il existe en général beau;oup d’ approxima-
tions possibles. 1l convient de choisir celles dont 1’ ouverture est facile 4 déterminer
Par exemple, on peut utiliser le théoréme 3.2 et choisir les multifonctions convexes-
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ou quasi-convexes. ’une maniére plus conventionnelle, on considére des approxi-
mations coniques. C’est ce que nous allons voir. Soit donné un sous-ensemble §
d’ un espace vectoriel, nous désignons par Ks le cone de sommet 0 engendré par
S et pour tout k € Kg, on pose

lk|s = inf{X > 0|k € AS}.
Soient S CE et V C G. Pour (u,v) € K5 x Ky, on pose
[[(u,0)I] = max(luls, [v}v).

On pose enfin K5 x Ky = {w € Ks x Ky | [Ju|} # 0}.

Definition 4.3. Soient un sous ensemble fermé F C E x G, et des sous ensem-
bles convexes S C E et V C G contenant les origines respectives. Pour tout M =
=(a,b)e F,e>0etn >0, on appelle enV approximation conique de F en M
sur S et on dénote par SV, le sous ensemble conique de E x G suivant:

{we K x Ky |Vh€)0,n],IM’ € F avec (h™'(M' — M) = ||u||"'w) € eS x eV}.

Quand F représente le graphe d’une multifonction f, en désignant par g la
multifonction de graphe (S x V) N SV, s+, la multifonction z — g({1 + ¢)~'z)
est une {—enV)-approximation de f en M sur (1 4+ ¢)nS. C’ est a dire qu’on a:

Proposition 4.4. b+ g(nS) C f(a+ (1 + S} —enV.

Démonstration. Soit (u,v) € (75 x V)N SV,yar. Montrons qu’ on a:
b+ve flat+(1+enS_enV.
Posons h = ||(u, v)||, on a h < 5. 1l existe done (z,y) € F tel que:
(A~Yz —a,y = b) = {J(u, )} " (u,v)) € €5 x V.

Dol z—a—u € heset y~b—v € heV. Comme § et V sont convexes et contiennent
les origines respectives, on a:

z€at+utheSCa+(1+e)sS, etb+vey—heV C fla+(1+€)3S)—enV.

Dans le cas ou E et G sont des espaces de Banach, nous prenons pour S et V les
boules unité ouvertes respectivement de E et de G. Nous écrirons C,ypr & la place
de SVipar. 1l vient:
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Théoréme 4.5. Soit M € F. Supposons qu’ il existe r > () et ¥ > € tels que
pour tout M’ € FN Bexc(M;r), on ait:

Projg({Be(0;1) x G) N Cegpmrr) 2 B (0;7).

Alors f est ouvert autour de M € F.

Démonstration. Notons que Cegpsr C Ceqrar pour tout 0 < 5 < 7. Compte
tenu que Ceypr est coniqae, I” hypothése du théoréeme implique:

Projg((Be(0;7') x G)NCeyn) 2 Ba(0;9'y),

pour tout 0 < ' < net tout N € FN Beyxa(M;r). Soit (a,b) = N et soit g la
multifonction définie par son graphe (Bg(0;7') x Bg(0;7')) N Cyyrps:. D’ aprés la
proposition 4.4, on a:

b+ g(Be(0; %)) C f(a + Be(0; (1 +£)7')) — Ba(0;e7).

Par suite

b+ g(Be(0;7)) € f(a + Be(0;(1 +€)7')) + Ba(0; en).
Observons que:
Proje((Be(0;7') x G) N Ceyar) = 9(Be(0; 7)),

on en déduit:

b+ Bg(0:5'y) € fa+ Be(0;(1 + €)7')) + Ba(0;en').
Prenons ¢ €)e/y, 1], et ¢t €]0,inf(n, r — [[M’||}[, et donnons a %’ sucessivement (sui-

vant n) les valeurs ¢(1 — ¢)c®~!. D’aprés le corollaire 2.8, on déduit que la multi-
fonction f est ouverte. De facon précise, on a pour tout n:

b+ Bg(0;t(1 — c)c") C fla+ Be(0;(1 +€)ic”)).
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NOTE SUR UNE MESURE DE LA LONGUEUR ENTROPIQUE
D'UN CANAL DE COMMUNICATIONS
PAR
ION PURCARU

Soit § = {B;}i¢s un systéme aléatoire réel quelconque et dénotons par D[S] =
= {T}ies TNT =0, j # k, UjesT, = S une décomposition arbitraire de
S. Dénotons également par H(T,) et H{T;/T:) I'entropie de Shannon de T; et
respectivement de 7; conditionnée par 7¢, dont les expressions et les propriétés
sont supposees connues (voir [1}, [2]). On dit que 7; et T sont entropiquement
indépendantes s1 H(7;/7;) = H(7T;) et on écrit 7; ei. Ti. On dit aussi que T;
est complétement dépendant de 7; si H(T;/T:) = 0 et on écrit Ticd Te. Si
H(T;/Ti) = H(T:/T;) = 0 on dit que T; et T; sont réciproquement complétement
dépendants et on écrit T; r.c.d. 7.

Proposition. La fonction d : D[S] x D[S] — [0,00) définie par
(n dT;, T} = H(T;/ T} + H(T/T;)

est une semi-distance sur D[S].

Preuve. A la suite des propriétés de I’entropie de Shannon (voir [1], {2]) on
déduit facillement que

1)d(7;,7¢) > 0 pour tout couple (7;, T );

2)d(7;,Tx) = 0 & T; r.c.d. T; (particulierement, si T, =T}

3)d(T;,T) = d(T,T;) pour tout couple (T;, 7).

Puisqu’on a toujours (voir {2])

H(T;/T) 2 HIT/(Tx, )] = H(T;, T)/Te] - H(T/T) > H(T;/T) - H(T,/ T}
et de méme si on change j par k et k par j et parce que
AT, T1) + d(T, T) = H(T;/T) + H(T/T;) + H(Ti/T:) + H(T,/Ty),
on peut écrire sans difficultés que

DT T) < d(T;, Ti) + d(Ti, Ts) pour tout T, Ts, T
et 'affirmation de la proposition est vérifiée.



