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SUR L’EXISTENCE DES SOLUTIONS OPTIMALES
POUR UNE FAMILLE DES PROBLEMES D’OPTIMISATION

BY

TEODOR PRECUPANU*®

Le modelage mathématique de certains processus a l'aide des pro-
blemes d’optimisation conduit en beaucoup de situations & des familles de
problémes d’optimisation dépendant de certains paramétres gui ont une im-
portance et un role particulier dans le développement du processus respec-
tif. Il arrive que méme dans Péende d’un certain probleme d’optimisation
nous soyons obligés de faire appel 4 de différentes familles de problémes
d'optimisation associés naturellement au probléme respectif. Souvent on
empioie des perturbations données par des translations. Soit done une fonc-
tion F': X x 1" — R et la famille de problemes associée

(Py) min Fr,y). yeY.

D’une part, il est utile de savoir en quelles conditions ces problémes ont des
solutions optimales pour chaque y € Y, et d'autre part, la situation oposée
dans laquelle aucun des problémes de la famille (Py) n’a pas de solution
optimale. Il est clair que Pensemble ¥ des paramétres se décompose dans
une partie pour laquelle nous avons des solutions et sa complémentaire pour
laquelle nous n’avons pas de solutions, mais usuellement les deux ensembles
complémentaires de paramétres sont souvent antérieurement localisés. Con-
sidérons, par exemple, la minimisation sur un certain sousensemble AcX
avec F|, . ayant des valeurs réelles, c’est-a-dire

{ PA . . e
(P*) IEIIEIRF(.'L,{]), y €Y.

This paper represents the written version of Lhe conmununication presented at the
Proceedings of the University “ALLCuza” held in fagi, October 21-30, 1994,
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Nous désirous préciser les ensembles nonvides 4 ¢ X pour laguels (P_r;l) a
des solutions optimales pour tout y € ¥ et les ensembles novides A X
pour lesquels (P;') n'a pas de solutions optimales. Un probléme d'un tel
type apparait dans la théorie de lo meillewre approzimation,

Soit X un espace linéaire normé et 4 sousenseinble nonvide, Sj
y € X, on dit que z, € 4 est un élément de meillenre approzimation par
les éléments de I'enseinble A s

m My — eyl <lly —afl. Ve 4

lciY =XorY=X\det Fla,y) =z — y|| + Li() ot Ly est la fonction
indicatrice de I’ensemble A.

On désigue par S4(y) Pensemble de tous les éléments de la meilleure
approximation, ¢'cst-a-dire:

(2) Saly) ={zy € 4; fly -2, < ly x|l ¥ A}.

On dit que ’ensemble A est prozunanal si Syly) # 8, vy € X, Auss, si
Saly) =0.Yy € X\ A, on dit que P'ensemble A est antiproziminal .
On remarque facilement que

Saly) C Frd. vye 4,

tel que tout ensemble proximinal est nécessairement fermé, et tout ensemble
ouvert A est antiproximinal, D’ailleurs, nous verrons que la proximinalité or
Pantiproximinalité d’en enscmble peut étre méme caractérisée par la condi-
tion qu'un certain ensemble déterminé par la norme de Pespace et U'ensemble
A soit fermé, respectivement ouvert. Upe situation pareille a lieu pour la
famille de problémes ( P, ) ou (P;l)‘

En ce qui suit nous considérons seulement le probléme de 'existence
des solutions optimales pour une famille des problemes donnés. Particu-
lierement nous mettons en évidence une caractérisation pour la surjectivité
de sousdifférentielle d’une fonction convexe.

1. L’optimalité globale. Daus la caractérisation des problémes
P, qui ont des solutions optimales pour chaque y € X un réle unportant
revient a 'ensemble

(3) H={(y,a) €Y x R; il existe 2 € X te] que Flur,y) < a}.
En rappelant que

(4) epi F = {(2.9.0) €X x ¥ x R F(a,y) < a}

_
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nous observons que H est la projection sur Y x R de Uépigraphe de la fone-
tion F,

Dt part. si nous associons la fonction valeur

{3} My)=val P, = 1uf Flr.y). yey

FISAY

HOUs observens gue

{G) HcepihcH.

<Y estoun cspace topologique.
Ponr I cas convexe, si HOUS avols:

1) (X" 1Y18) dews systémes duals munis quz topologies compatibles,
1) F ext wre fonction convege et imférieurement semicontinue sur X x YV,

les propaiétcs des problemes {Ay) sont étroitement lices aux propriétés des
problémes d rals pay conjuEnison

(Dyl;ygf{(y,y') = FY0.4")}. yevy.

II est bien eonnn que

vl D, = 1**(y)

et en couséguence vl Ly = val Dy, pour chaque y € ¥, i et seulerient s
hoest convere ot fermde sur V.

Eu tenant compte du théoreme de L biconjugnée ot des propriéiés des
fonctions convexes inférienrement seuncontines, 3 aide de la relation (6),
nous pouvons énoncer le résultat suivant

Théoréme 1. $i un des problémes (Py) a une valeur finte, alors les
problémes (P, ) ont des solutions optamales et val Py = val Dy # ~oc, pour
chague y € 1. w1 ot seulement @ Uensemble H cst conveze et fermé.

Ce résultat est mentionné oy essence dans le travail de P.Le vin e
JCh Pomeraol [15] dédié & Ia caractérisation de Pexistence des multi-
plicateurs de Lag: ange dans Poptimisation convexe.

La condition de fermeture pour des ensembles du type (3} a été consi-
dérée pour e cas convexe par - Ky Fan(7, Krab s f12],
Dieter ML Arrow Hurwi('z-Uzawa[l},Ra.ffin [21].
Van Slyke \\'e-t5[22],NukamuraYamasaki[16],
Zalinescuy 23] et d’autres. Dualement on obtient une caractérisation
de ka stabilité des problémes convexes qui usuellement est donnée par la pro-
pri¢té de sousdifférentiabilité de la fonction valeur b, En conséquence, méme
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la propriété de sousdifférentiabilité d’une fouction pent étre caractérisée par
la condition qu'un certain cusemble soit convexe et feriné. Aussi nous avous
la caractérisation suivante de la surjectivité de sousdifférentielle d'une fone-
tion convexe.

Théoréme 2. Lo sousdifférentielle d’une fonction convese propre et
inféricurement semicontinue est surjective, ¢ ’est-d-dire

(7) U Af(x) = Dowm( f*),

r€Domd{ f}
st et seulement si Uensemble
(8) H={(z",u—2"()) e X* xR (£,u) €cpi f, «" € Dom(f*)}

est *farblement fermé dans Uespace Dom(f*) x 8.

Démonstration, Il est bien connu gue +* € 3f(x) si et seulement si
(z,2*) € Domx(f) x Dom( f*) et f(x*) = sup {2*(u) — f(u)} = a™(r) -
ueD{f)
flx), dest-a-dirve « € Dom( f) est une solution optimale pour le probleme

(Py) iuf {fle) = ()},

En conséguence, Uégalité (7) est ¢quivalente i existence des soliutions
. optimales pour chaque 2* € Dom(f*). Il nous reste done a appliquer le
Théoréme 2.

Corollaire. Un espuce de Danach est réflexif «i ot senlement <
Uensemble

H={(+" |2} =2*(2)+) e X* xR r e X: 2 20}

est *farblement fermé dans Uespace X* = R,

Démonstration. Soit f(x) = |l»]|*. « € X. Il est immécdiat que
2t € 3%”‘”2(3:), 2|l = ll=]l = 1. si ¢t senlement si +® atteint son maximum
sur la sphére unité fermée powr z. D’autre part, grace an théoréme de J
am e s [9], [20]. un espace de Banach est véflexif si et senlement si chaque
fonctionnelle linéaire et continue atteint son maximum sur la sphére unité
fermée, c’est-a-dire l'opérateur multivoque 9l - |2 st surjectif.

Mais on peut observer que la propriété de conwverité intervent seule-
ment pour assuver de Uégalitd entre les valeurs des problémes Ply) et lewrs
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duals D{y) ¢ done olle pent ftre séparde de lo propriété dexistence des so-
tutrons optin. tlex. Cotte observation permet Pextenston de quelques eritéres
doptimalité an cas nonconvexe. Dans un travail antérienr, j’al mis en
évidenee le sivant pésultat pénéral:

Théor2me 3. [21] Les problémes (D,) ont des solutions optimaeles
pour chaque y€Y awvee h{y)# —co ot la fonction valeur h est inférieurement
semucontinie sur Y w ot sewdement st Uensemble H est fermé en ¥ x R.

Done. s pent obtenir des eriteres doptimalité si 'on donne des con-
ditions suffisautes pour que Pensenible H. géndralement nou-convexe., soit
fermé. On cappelle qu'une généralisation an cas non—convexe du critére
commde Dicudonué[5adée donnée par JP. Dedien [3], qui
repreued g critére de fermeture établi par J. G winner (8] pour le cas
cOnvexoe

Certaius eriteres d'optimalité pour le cas non-convexe obtenus # aide
du théoreme de Dedien sont Targement diseuté puaV.Barbu, T.%re
cupann dans lvwonographie {2).

Ui vésudtat de co type, assez géudral, est le suivant:

T heo‘l.eme 4. Sorent XY dews espaces lindasres topologiques «Sparés
et F o X 17— R oune fonction mférieurement semicontinue, Si

(a} pour chague o € X A0} i exste < > 0 tel que (2,0) est ur pownt
mberienr de enserble
o

{lu.0)e X x Y. inf AF(/\.’B\) > s}

D<Ay

(11) ol eraste < =0 tel que Uensemble

Hq: t, v -.\— .; ] E'lii 5
Hoepe X uél,{fgx /\F()\ ,\) =5

o Lainterseotion avee un certam worsinage de Porigine de X x Y rela-
nermnent compacte

alors chaque probléme (Py) a des solutions optimales toutes les fois que la

'”(I.I("H.:l" eat finte. En plus, lo fonction valewr est inférieurement semicontinue
sur

Démonstration. Soit (g 0.)igr une suite généralisé de H con-
vergeante vers (yy, 09) € X x R. Done, ponr chaque i € T il existe z, € X tel
que Flr,, 4:) < qa,. Eu tenant compte des propriétés (i), (ii), nous pouvons
trouver tne sotssuite de (i, y, Jier convergeante vers un élément {To.yn) et
nous avons finalement montré que B est formé ‘
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On observe gue (i) est une coudition de codreivite QU Peut otre rem
placée par
Fole 0) >0, pour chaque r € X\ {0}.

D’autre part, comme on procede d'habitude, Tn condition (ii} de compaeité
peut ¢tre remplacée par une condition intériorité dans Pespace dual,

Ue sunplification des couditions (1) et (i) a licu si F st positivernent
homogéne. Dans ce eas, nous avous

(i) Fle.0) > 0 pour chague v € X\ {0).

(1) Uensemble de nivean
{[.r.y} eX =« T F{'.r__q_l <, 1}

posséde wn voisinage compacte de Uorigine

Cusidérons maintenant la famille des perturbations par translations
d'un probléme de minimisation

Plyhwmm{fle)+ gly — der r e X ye¥

ou f, g sont denx fouetions positivenent homogines, propres et inféricnye-
ment semicontinnes et 4 ¥ » 3 uy operateny linéaire contin. L ensemble
H associé sera

H=cpig—{{4r.2)): 2 € Dom fl

La propricté de fermeture de H peut étre réalisée, par excemple. par les
sulvantes conditions sutisantes.

(1) flx)+ yi—da) = 0, pour chaque r & X {0}.

133 . s b . . i 3 > q
f1)  {(Ax.x)k « € Dom Y est localemnent compact or i cst fermé of eps
g st localcinent compact,

Par Putilisation convenable des ditfefonts critéres pour fermetnre de
la différence de denx ensembles nous pouvons obtenir autres conditions qui
assurent la fermeture d’ensemble 4 (voir V.B3Darbu e T.Precu P a
nu [2] pour les critéres spéciaux por le cas couvexe)

Enimposant des conditions de cofreivitd, C.Zalineseu actabilit
dans plusicurs articles (voir [25]} des résultats analogues (voir anssi L e -
vine-Pomerol[15][10])

Sioon revieut au probléme de L ncillenre approximation, ey appl-
quant le Théoréme 2, on obtient ln swuvate caracterisation des cnsernbles
proximinals;

-~
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Théoréine 5. Un cnscmble nonwode et fermé A d'un espace linéaire
noTme est prosimingd <1 et sewleweent s Pensemble

epif| - || + 4 x {0}

et ferid dana X o« 7

Corollaive. Un cone fermi A est provuninal si et seulement s
S0.1 4+ A est Jerme dans

Lo Théortme 2 peut étre adapté dans le cas doptimalité locale. ¢'est-
a-dire si pour un dément donne yo £ ¥ il existe un voisinage de Yo tel que
les problemes (P,) ont des solutions pour chague élémnent y de ce voisinage.
Cetre idée a oté vadorifice par J e v a kwm a1 i11].
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GRADUAL METRICS AND OUTER MEASURES

BY

LIVIU C. FLORESCU*

1. Introduction. The notion of probabilistic metric {PA) spaces
was mtroduced by K. Men ger in 1942 (see [6]) for modelling those situa-
ttons in which we have only probabilistic infortnations about the distances
between points of the space ([10] is 2 swrvey in this subject; see [7] also).
The E-spaces of Sherwood (see [11]) are typical examples of PM
spaces. So. if (T, A, 1) is a space with a probability measure i, then to every
two measurable mappings @,y : T — R we assign a distribution function
Foy o R — R, letting Fyyla) = p({t € T [a(#)—y(t)] < «}). Let = be the
equality g-almost everywhere and let A1 be the quotient space M /=, when
M s the family of all measurable mappings of T in I; then (M. F, T, ) is
a Menger space relating to the t-norm Ty, (Typ(a,b) == max{a + b — 1, 0)).

B.Schweizer and A Sklar provediu 9] that the probabilistic
metric on an E-space M of measurable mappings on a probability space
(T, A, ) yields as mel information about M as all Fréchet—Minkowski me-
trics on LP{T'). p = 0; so all such Fréchet-Mitikowski metrics are obtainable
from a single probabilistic metric.

In section 2 of this paper we generalize E-spaces of Sherwood. So, if
#” 1s an outer measure ou T, then we introduce a gradual metric on the space
X of all real mappings on T. In the particular case of a probability space,
we obtain a probabilistic pseudometric on A € X which is the equivalent
form of probabilistic metric on E -space M of all measurable mappings {see
2]). Conversely. we give the conditions as a gradual metric be induced by
an outer measure (Theovem 2.13). So, an outer measure on T yields the
sume informations as a gradual metrie on X

* This paper represents the written version of the communication presented at the
Proceedings of the University “AlLCuza” held in lagi. October 21-30, 1994,
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