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REMARQUES SUR LES ALGEBRES DE HEYTING
BY

GH. GH. RADU?

1. La catégorie asociée a une algébre de Heyting.

L.i. Définition. Un ensemdble ordonnd (H. <) sappelle treillis {ou
lathee) st touf cnsemble {oyt S H admet une borne wmféricure, r A s
ot e horne supcéroare, ooy y. STUH. <Y este un tredhs, alors, pour toute
femadle fimee. H' # 0. d Aéanenis de H. 4 criste wne borne inféricure, /\ £,

ref’
ctowne borne supdrenr, v oo Le treddlis (H. <) & ‘appelle complet si tout
relfi!
sow ensenble de H owdwet wne borne mfértewre et wne borne supéricure.

I cw védsalte quun freillis complet posséde un dlément initial "0". et
wte dldinent final. 71"

La catiéqorivc wssocice i Uensemble ordonnd (H, <), notée par le méme
H. st lu catigorie pous laquelle lo classe des obyets coineide woee Uensemble
Hoetoseuyc H alors

. . “"UJ} RN c__:_.’f
Hl_t.]j {w st Eoy

cotbed. Vensemdble des morphisies de souree ¢ of dadresse y est Uensemble
vede st Loy et Densemdle avee wi send clément, (woy) siae <y, La compo-
sttron des morphistes est assurée par Lo proprdld de transitioité d une re-
ltzon d ordre. Les seuls wsomovphasines de H sont les morphistmes wdentité.
(= qaor) pour 1 duns H)

Phis papser represeits tre wrtion version of the conunumeation presented at the
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1.2, Soent H or H' les Catepories dssocices anx cnsenhlos ordonines
(H.<) ot (H'. <}, bespectivemnenr, Les propositions <uivigtes sott bien
coummes, mids uons les Gaoucons paree quion va faire fréquemtuent des
références aux colles ¢ dims ln partie finale de ce paragraphe.

1°0 Douner un fouctenr covapinns tresp. comtriwvariant b ode H o dans
H' reviewt & donner e fouction monoton fresp autl mmonotone )
F oA H Sy (H'. <) Si fow o H — H' sont des fonerenrs covaringt«
ou contravariauts, alors il est défing morphisine fonetoricl o - f - ¢ s
pour tout e de Houwa flo) < gfr),

2°. 81 f - H — H', g H — H sont deux fonetenrs covirians {resp
contravarinnts ) alors f ost qu adjoint @ gauelie de ¢ %1 pour tout vonple
{r.0')y € H « H' il existe Lijection

: ’ ) . : I i
H'(f!.z':n..t’?—+H‘..a._g1.r'?_.‘ sslow = flr) = v oglat)
(=) g s ; . _
(resp. o' flae)) — Hivogie')) wsi o Sflr) = r <y
. Stube Het b b - H — Fos lresp. by oyt H = Eus) sout o
toncteurs de Youeda covarianrs [Tesp. contraviniangs | assocics aux lémenrs
a. b alors on anra un isomo Phismie foneroviel i b fresp. W B ssioa = &,

4. SiF:C - D, G:D = C «ont denx fonctenrs covarianes of F
est un adjoint & gauche de G alors F eounnire aux lhites induetives e @
anx luites projectives, En particulier F {resp. &) cotmmute anx sommes
directes (resp. aux produits directs) et conserve les objets initiaux (resp.
finaux).

9% 51 C est une catégorie avee des produits divects {rosp. avee des
sommies directes) et 4w objet de €, alors il existe une hijection

CAJ[x0= [T xg e, c(J]x. 4= [Jcix. 4y

el e e e !
pour toute tamille { X} € 1 d'objets de € judexée par 1,

1.3. Définition. Uni catiqorie C st dite cartestonne st oelle est auz
lmites projectioes finies o pour toul obyet A de Cle foncteur produst divect
par A, A x — . (C = ¢ posside un adjoint & drowte, | R Ao uppelé le
fonctewr cxponentiation per A.

Soit (H. <) un treillis ot " =" uue opération binaire sur H. Pour tout
(#,y) € H x H ou desigue par + — y La composition de ¢ avee y par T —",

1.4. Définition. Le traple (H. <. ) vt dute algclbre de Hegtong s le
tredlis (H. <) posséde an dément matral O ot puer fous b de H, on a

{*] aher =l = r<g -l
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L5, Pemaeque. Tont algdhre de Hevting (H. <. ) possede an
elément final 1 En effer, pont tour v de H oy @A S u et rompte tenn
e vab gl vu eenlie YU T S0 = e 60— g ewt clésent final daggs

I_[_{ o |

1.6. [ éMinition. Svirnt (H. o<, =, (H' < =) dews algtlres, e

application [T — H' wat dite homororphisin: d alyéhre <i les relotions
strnigfe s sy f ndriflees:

Y5 R r g s e A fly)

22 Havy) = £V ()

¥ == ) - Huyl. Wy e H
SN 1 IR

L7, Remarque. Compte tern de 1.5, 51 résulte quecsi f - H - {7
ost o huun.-uuu'phirﬂuv daledbres, alors Fily =1 (Fimage de I.(".ll"llll‘l t final
de il < b ear Példmens Bnal e H'y

hest evident gue L cennposttion de deay homomorphisies sl sehres
sstomssr o honomon plusige Falgihres.

Ou olticin une citégoric. HA qui sera appellée Ta catégorie | es gl
gebres de Hevting si on considére comme objets de HA toutes les a webres
de Hevting ot conne morphisiges los Lomomorphisimes dalgehres  éfinis
viedesss

g ; g . :
L.8. Théoréie. Ly catigorie H wssocidée § une ulgéhre (H. < )
estoans proguets direets fiwie ot wna somwanes directes Jinies.

Preuve. §j £ = e her est une fannidle five o éléngenrs e H. alors
le produit direet fresp. Lo sonume diveete) de Jy famille ¢ seront défings par

Prstertnediaire e /\ 4, fresp, v r,.

it 13
Le theorcine suivin vst cviclent

L9, Théordgme. Sownt H I caléqorie associde i yne algébre de
Heyteng (H. < Z0) o o« H

A[r:‘fﬁ' (2N 7T

Les R T T a P définrssent des foreteurs
O LLs o — oA el de Hodiise B Do plus, wr st aidjornt o
Gguiche du fonets ur g

U) Lo correspondaner v b= o) définat un fonetear rontrunuriant, - — o,
de H duna Hogus vst som propro adyomt b gae e
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Lo fonctewr a A — ust dit L Sonetewr Tprodust divect por o et e

.
i e rponents ter M HTn "l’Iff'leT"I.! -
fonetcur o — - correspond i rponenttion dans s

testenae
1.10. Remarque. Soit (A <. — i ane algchie de Hevtiug of o ¢ ff
Compte temm de 1.2 49 a0 we

1) S0 (respe Tyost Pélément wiedad (vesp finalblons (0H. < 0 adors 00 00 = 0

ot fo — 1 =1

G nentt~ e B om i Jos cualitis,
i) Pour ronte fomille finie o = {o: ey Déldmenr= de B oow o les doaby

o A \/.r, = V(u Ayl et o — /\.f, = .r/\t{rr — )

e el =

Si(H. <) estoun rreillis compler, alors los dgalités preeddents ont lien
powr towt famite J'élément de /. . \ B o

Daus la siure. nous atlous illustrer Pasige (1 u_pplu'.nlulm ¥ dles 1‘«.111-”1
ques de 1.2 ot dn théorene 190 povr démontver cortains 1ésnltats concernant
les abpcbres de Hevting,

1.11. Théoreme. Sodicut o g, o des Clivnents o e alychee do Hey-

tang (H <. — i Alors les dgalités suvantes ond b
I° v A{yvzi=aotrgVanz)

o rvip A sl =da ViAo

3:: {l' 'A‘U. I =i — =)

Preuve. En reuant compte des vemargues £02 or clu theorenw 1.5
O # )

19 Ponu ront o de JF on osweeessivement: Hie Ay v o) ~ Hig v
s gy~ Higoo) = b Hiz e — o)~ Hiotoy o) Hilengyalaefos ). o)
o l'(-;;uli.n'- 17 résulve enserte de 120 32,

290 Hitrvyinge v sioe) S Hiivada W) = ) ~ Hlrv - {2 — u} A
gy — )~ H{orvzr —ar rHlovVry —ud~ HlrA(evat ol Higntrv
3 - - i R
sha)~ Hiwa)s Highaovyhe o)~ (Hio ay- Highao oy« Higs o ai
H{rvighoior s Highsal~ Hivoa) s Hignocooy~ Hioe vty d )l
et en vertn de 120 37 L denxicie ogaliteé ey posndic

39 Hlaow — iy — o))~ Hiwr fvay — -0~ Ht: rojen vr..n...' n‘
H{irngina o) ~ H{u e nyg) — =) Conapte vy de pompvenn, e 1203
l'égalitt 3% on résulte

. - S— — — — —— e,
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L.12. Remarque. Ou détonrye, [4]. e si € ost wie catégorie carte-
Seune [13] ot A BUC sont des objets de CLalors on i Jes isoworphisnes

(=} 1"~ (B«CVXp's ! 4134 AP S (A% T a8

et de pluss C possede uy,y olrjet nitial *07 ot ost auy somines direetes
Hdes, sidors
0~ 0 oo AT @B g0, g

L Soit B o catdgoric associce Falgdbre de Hevting, (H.<. <) En
vertu des péoultars 1.5: 1.8: 1.0 H et nue eatéporic Cartésicne avee wuy ob-
Jet mitial 0 ot qux somes directos finies. Alors, compte tenu dn farr gque
fes sels isomorphisines de H sont des morplismes identiques, anx jsomor-

Phitsnies i dessns correspondent les cgalités suivimtes:
d=l=10 0 —(hAe) lo = inta — o)
L=v=uw (hAav)y—~u=¢—(l )=l —{e > g
P=0Nw: b= =1 ibv, = = ) Afe — i}

pourtows v boe de Ho Les deny derniores cpalités résnltent également du
Bt gue le fonerenr coutraaninnt .« «  H — H étant adjoint a panche
Ac b wiewe traustornwe los ohjets it (resp. Jos soles directs) dans
objets Huanx tresp. dans des produits dipects),

2. Limites dauns [a catégorie H |

Dians rom o Paragraphie. H A désigne T categorie des algebres de
Heyting quon 5 Leja détinic dans Lo Pavagraphe préecdent ot on couvient
Féerire Ie plus sonvent “algebre™ an lien de “algdbre de Heyting™.

2.1. Théoréme. o catégorie HA est gur produts durcets quelcon-
ques,

Preuve. <oiear 1wy, cusewble quelconque, F = {{H,. .= llier une
famille algehres indexs pi ot (H Hei(pien) le produit dizect dags Ens
=y
pour L fanille Censenuthlos {Hi}ier. Lensemble H H, sera.muni d'ine re-
e s
ntion Cordpe "< Pour toute powe d'élénients ¢ = (ri)ier y = (yides
tle H H, on difinie o < g sy <y, ddans (H.. <} ponr towt de
el
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Par vapport & cette pelation. (HH,.S} est e treillis pour leguel,
et
TAYy = Ayier ot Vy =1, Vg, e

Sia = (aler. B = (bjes sout des ddéments de [I# o~

=¥
{a: = bidicy ou veérifie aiséiont que pour tout v = () g de HH, T
el
une équivalence logique o A < hssiv <o — b
Lélément = = (z,),¢; de HH, pour leqieel z, est Pélément initial
e
du trellis (H,, <) est Uélément initial s (H H,. <) et par couscqient

=¥
(H H, <, —) est aue algehre de Hevting. 11 st évident que application
tef

d'ensembles p, - HH, — H,. st oan Lhomomorphisme algebre de
€1

'[HH.. S =) daus {H,, < =) powr tout 1 € 1 Le couple HHH" =)

el X=4

{puleer ) est ny prodt diveet de L fanille H s H A ot done, on en deduit
le vésultat anuoned,

2.2. Théoréme. La catégoric HA cst wur noyawr de fidche double,

Preuve. Il s'agit de moutrer que i oy H. <. —»2 - (H'. <. =)
sont deux morphisiwes dans H A, alors il existe nn couple (A, 7) pour leguel
K est une algebve Hoyting. o 0 ¥ — H v worpliisne (lfms HA el que
sih: N — H est wu Lhomomorphisme dalgebre ol quel fe = ghoators il
existe un homomorphisiwe £ de 87 dad K ot uu seul ol que d{:' = h.

En effer, il saffit de considedrer i = {r € Hi fla )’ =g\ |} I est
une sous-algebre de H et 00 K — H comme ¢tant Dinelusion de A lims H.

2.3. Théoréme. Lo catigorie HA st anr limites projectines guel-
COTGUES.

Preuve. It cst hieu conmu M), que tout catégoric aux prmlmr;-e_(li-
rects quelcongues ot aux novio de Hoehie donlle Iv:«'t anx luites prn_](‘-rnwl-s.
quelconques. De e, nous dotnons e esciisse de la construction de
telles limites dons H A, ’

Soit o I — HA un fouctenr covatinmt proar lequel I‘ ost e caté-
gorie petite. On désigne par FUL) Vensenibl .alrs' fleclies (etest i dire des
worphismes) de et powr fde P on note SUfit=spilresp. of f) (= er))
la sonree (resp. adresse) de f

HEMARQUES SUR LES ALGEBRES DI 1EYTING

Si 1HF( fhipiay) ot (g F(C'f};{qf)je;,-”“i sont des produits (i
114 i

teets dans HA. alors pour tout £ de FUT). existent deux morphismes

el S
[T #60y viprar FeCy)
tef I

cten vertn de ta propricee universalité dun produit direct existent denx
LOTphisties

"

|} EIRT | e

€1 ferin

qui sont niquenrent détermings, vérifiane, respectivement, les relations:

YWOU=pap g0 = F(f) O Lai )

pour tour f de Fii 1),
Eufin, s {h.7) = L TN

alors Je couple {K:(p, o Tler ) est une
limite projective dn foucteur £,

D'une manicre analogue on démonee o théoréme pour le cas on F
est coutravariant.,

2.4. Théortine. Ly catégorie HA est g produits fibrés quelconques.
Preuve. I] <ugit, fvidenmnent, Can enx paticulier du théordime pré
cédent. Plus précisennnent, soient

H =/ H v g

un diagranmme dans H4 of ' s’ H x H" 4" g produit direct des
algébres H' et H" Si f = {te' ey e H s g i) =g

gla)} et p' ¢ sont
Lespectivennent. bos restrictions des applications p.¢ 4 1. alors Je diagraimme

- / Fga . - . “ .
HY " K ' B Qéfine wi produit fibré, daus H A, powr le diagramme
[*},

2.5. Définition. Un enseule préordonné (1. L) est dit filtrant
[eroissant, o 4 droite) si tout couple (4.) d éléments de [ posséde un
majorant, ve.. o cpste e J 10l qued < hoet ;) <

St (1. <) est un ensermhle filtvant,

alors toute purtie finre de I o un
naroran.

2.6. Théoréme. Iy cutigoric HA est awr limites inductives filtrantes.
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Preuve. Soit F: I — H 4 vy fonerear covartant pom lequel § oot o
catégorie associce a Fenseble filtrane, (1. < RSE e est Purage par F oo
morphisme (4770 — .7 < 4 alors les relations SUEVANTeS se it vérifices,

(1) fu = 1[’{!)- S {

(2) fI.J Of;: = fh- sl = ‘.'; < k

Soit {§ = [T F()ife,)er) b sonme directe dans Eu . de o fiille
d’enscuhles (F(i))ies o0t § U{{:} = FUY): les ddments e S sonr des
couples {i.r) powr lesquels » € [ ot » e Fir) Ouobtient sm § wue relation
de préordre, "<” s powr (4. eyl de S on défiuit (1) < (j.u) ssiil
existe un majorant & de v ot j tel que frile) = fody).

Eu effet. ront dlabord. il est clair que Lo relation " <7 osr refloxive,

Si (i) < Hyoy) et (4y) Sk b existewt by kg € 1 tels que gy,
Joh S kg et de plus,

() fo, () < fo Ayl
(b} fe, ) < fonls)

Soit ky € I tel que by b, < by Les applications f; . few ke LTI
u | i i : Pk
monotones, en vertu de (a) of () et en e compte de 27 on a

Fradl0) < frgaly) ot fu i) € Feoel2)

I en résulte quiil existe &y & T rol que sk € by ef fy ey < Frpat =) il
en résulte que la relation "< est transitive ot done, est une relation de
préordre.

Soienr (eelijoy) des cléments de S tols que () < gyl oot
(hy) < (i) N oexiste by ky € 1 avee ti = ket goe <k et telle
yue

() fayaled < fa Ly
D) feily) < Feod)

Silky €1 ¢t vl que bk < by alors e tenane compte des relations
précédents et dapres 2°) o

o) € fr,, ly)

Do on a I'égalité. Jrgilr) = fr., (y).

On désigne par "~ Péquivalence sur § associce 3 la relanion de
préordre "< ¢, Léquivalence définie pavsfror) ~ (fog) ssi i) < )
et (ny) Slex) s (3 e D () < k) (frilr) = fe () )

La classe d’équivalence du représentant (r.0) sera notde efs{s. ).

] HIMLARQUES SURLES ALGEBRES Di2 1y 8 e 447

S Vetsedde quot et S/ omobtient e relation dopdye =
PO ) (00 = 5 on definit

el S ol gy = LR o B P TR =

13k = T,y < i fL,;Ji'_ fodrn)

Nons voulons s Wonter que skl oy € § ot kA€ T sont des nrajo
alts oy /g alors:

Fheofe Ce ) A i ty) ~ L e () A Jroilu)).

En ctfer. pour 17 > 4 11 o i
Ferkl bl el A fo ) = fromiv) A fejly) e

Tt foo ey A Fe ) = fon ) A Fir iy

etenvertn de b mcme defingtyon tedibrésulte que la elagse d’égnivalence du

rlo]n'v.wurnm e Heoid T f;,.j(g)) st la mcne Pour tout umjur::.ut COLLILINI
deder g,

D yue namiire aanlogue on déontre que los classes d'équivadences des

représentants (l.:.j,,,(.r} Vofi(y) e (b, frdr) — S (u)) sont mdépendants
du choix du norant comunun & de /et .

Nous alons démont oy que st ) oyl r yYESet(fy) ~ (4 y")
alors ‘ o o N

(1} Sl ) A fy )~ (R f) A Frea(y))
A (resp, b st an wijorant comnmn de 7 oot J(resp. 7).

Eu effer. tour diubopd, compre tenu de la définition de T~ ) existe
ko € 1 rel gue oS ey et
1) g .
12) Teoily) = fu, oly")

Puisque 17, <) ost filtragr croissaut. il exisie I ¢ f Liajorant conunun pour
¢
LES O PRI dlone:

ey b <, et <k < i<y < A"
En verru de Iy remargue ¢ dessus on g

i3) o fe ) A frily)) ~ {7 ferilae)y A i ilyh)
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!
(4} (V' fro e fo byt~ O ) A frer ')
( .

Eu comprant & goauche dans Pégabite (2} pay froq, on “])»m‘ml
fir )y ) = fro Ly’ ) €t par conséquent. cowpte renn des relations 13) ¢ (41,
: kf! i = ¥ G . ‘ l \ i ‘ x
réstilte I'équivalence (1), Done, on abrieutr sur ensemnble quotient S/
opération "A” sl on pose

cls(iv o) Nels(goy) = clsth, fr oy A fe (g))
D'une wanicre analogue on définir
clsfeoa) Vels(y, y) = clsth, frlae) v ka(.r/)) of

clstion) = cls(f,y) = cls(k. fod o) = fi,(y))

on & est un majorant comtnun de i ot 4, daus (1, 5).‘ - ‘

De plus, els(h, frda) A fi, () (vesp. els(k, frile) v fkj.‘(.f{‘}) ot ;lm.
borune inféricure (resp. supéricurement) le couple (els{e,o), els(f, y)) dans
(S, <) i

Soit 4y : [[H, — ]—‘[—i: (e.a) — cls(e, o).

Pour tour + € I. Vapplication yo, : H, — S/ ~ est an morphisme
d’algéhres H(=:‘-Til.'l;.’,'. . . . S

: Eu eftet. compte tenu de la construetion de Palgébre §/ ~, s

Iy € Hy on i

(i) A y) = qlices A ) = elsties A i) = (elslivei)) Aelstig,) =
= :l. Ha, M )] A ((”Ul )( W 1)

De la méme fagon on vérifie les autres conditions (axiomes) définissant un
S el ‘.I oy

morplisue d’algebres, T

f [ D e inductive

Nous allons démontrer que (§) ~. (4o, heg) est i llll:_lf([ 1 e
A * 1 v A 1 + . R ()

du foncteur F. Il s’agit de moutrer que si e, ¢ H; —» H. (¢ SOH

morplusimes dalgebres rels que

f';_f_u = 1,

. 5 1,1 e i . H tEIS
si ¢ < J. alors il existe un unique worphisme dalgébres w : §/ ~
que wu(ya,}) = u, pour tout ¢ de [.

sobt e thorphisnie d'algdbres,

kl RINARQUES SUR LIS ALGEBRES G HENYTING

On considere ke diagrammne.

De Lo propriers daniversalibe dune somme directe il résulte qu'il existe
e wnique application o : § — g tels que wa, = o, pour tont / de f

F(a )y g) sont des cléments de § rels que (roe) ~ (g e lors il
existe b € fonn miajorant connuunn de ¢ ot detde plus frife) = fe,0 1) De
Uégalite précodente ] rosulte que el fo )y = i Fiity)) est en vertu des
relations (4 o 4, i) =u,(r)

Piy suite. on obtient me applicstion w2 S/ o g on definit
ulels(e )y = i, {y).
Siu e H,. ilors a{lya, el = ul{els{i )y =

wifu) et done les relations
2 sout vopifies poy tout 5 £ T

Lapplications o ost détertuinée de mapiope nnigue par la propriété
el-dessus car g est surjective ot In fapille (e ost épinorphique. Il reste
FNONLCr que 1 est i morpliisige dalgebres.

Compte teun du fajr Que iy e

st morphisme A algébres et ces relations
Loon a snecessivenent

ulelsis, viy a sty oyl wlelsih, frie) A Jolyy) = e foo A Jujly)) =
= u ) Auyly) = wlels(a, ) A w{els(f, y))
Par suite, il elsi, r 1A els)y, y)

= tefeid o) Augfriy)

b= ules(ior)) A uf cls(y,y)).

D'une waniere awalogue, on vérifie les antres conditions pour que g
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Remarque. Lapplication ¢ duwdiagranune 1 estionotorie.

En effer. si (ioe) < (Joy). olors il existe & € T niajorant comntint
de i ot j tel que fr () < fely) Compte tenu du fait que g est monotone

ot des relations 1 on a successivenent
vlicx) = vale) =ulr) = v fr ) <o by ty) = e ly) = v ly) = ely)

et doae e{z.0) < o). y). Puisque "~ est Péquivalence associce i L velation
de préovdre - <: (’().].]‘-;itlt“l’l.‘t‘ sur $ 157 ~. <) ¢ ordonné, aussic i existe une

lllliqu(‘ nppli(‘miuu j11o1OTolHe o telle ey =
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SOME KINDS OF APPROXIMATE EFFICIENT POINTS
AND 1S APPLICATIONS TO THE VECTORIAL
OPTIMIZATION THEORY WITH MULTIFUNCTIONS

BY

CRISTINA GHERMAN

0. The approximate extrenm points aud the approximate sabdif-
fevential of o convex funetion have heen proved to be i useful tool i real
and veetorial muadysis from the theoretical viewpoint as well as for prictical
PULPOses

The veetorial optimization problems have been studied specially in
finite dimensional spaces Laving in view to establish necessary, sufficient or
necessary ard sutticient conditions for the existence of the solutions and to
abtain duality vesules for veetorial optimization programs with multivalued
alyjective iappings. Thus. for eximple, T. Tanino and Y.Sawara
gt (812 constructed and developed a duality theory for multiol: jective
ophinization problems and Ho Ko woaos o ko1 [5] extended their sesults
nsiug the concepts of Tsubdiferential™ and Ceonjngate” for multifuretions
from @ lincar spiee to B2 For optimization problems with the oljective
maps takig valaes in ovder complete veetor lartices then ave some notable
resudts iy the monographies (2], [5).

[ geneval vectorial ordered spiees. the oprimization problems are
trongly velared with the efficient points of sets. There are some existence
vesubts for tHes in 2] (6.

In [2] rthe efficient points are presented in conneetion with the stuely of
the vectonal subdiferential for maltifunetions.

This paper intewds to present the natueal exrensions of the approzunate
cfercnt pownts ancd the approzimate sectorial subdifferential for wmnltifunc-
fons witly their sencral properties.

L. In whar follows { 2. <) will denote o real veetor space ordered by a
rouvex cone Zy o We suppose that Zy is pointed, i.e.
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