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Lerayv svstem, a Cauchy problem. 1f the initial data are sufficiently re-
sular, the theorem of Leray shows that:

Theorem 5.1. fn the previons assumptions the Cauwchy problea for
the svstem (1)—=(5) has one and only onc solulion  [if. g6, Eo S

To prove that {gep. g. 1% L0 5% gives o soluticn of the svstem
(5.1)—{5.5). fet us observe that, after a reasen given in (70,00 the Cauchy
data are analvtic, the svstem defined by these cqnations ias vider our
assumptions, one and only one solution, which =ati=fies necessarilyv the
svstem (1}~ (3) and. according to the choive of the adepted Cauchy data,
coincides with the solution of this svstem given by theorem of Leray.
By passing to limit it shows that this last selution satisfies the system
(5.1)—(5.5). when the data are not assumed to be analvtic, but enlty suffi-
ciently  differentiable.
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SUR LES FLOTS DYNAMIQUES

BY

ELEONOR CIUREA

1. Formulation du probléme. Soit G (N, A4) un griphe connexe
dont N est Pensemble des sommets et o4 Uensemble des ares. . chaque are
{v.v) &4 on attache les nombres entiers positifs h(x, v) et efx, vt} qui
représentent le temps de parcours ¢t respectivement la capacité an moment /.

On note par s la source ¢t avee d le puits du réseau 6.

Le probleme du flot dynamique maximal pour p périades de temps
peut étre formulé de la maniére snivante : Déterminer les flux f{x, v f)
qui doivent satisfaire :

(1 a) 'f EN (fls. v )= flaes s t=h(xv. s))=v(p):
t=0 V€
Y (flxov i) —f(v, x5 =Ry, x))=0.
{1L) YEN
(x#s,d; =07, ph
(1) S (v Oy d s b )= —a(p)
=0 vEN
{1d) Ogfx, yiOge(x, v it) =01 p fr{x, v},
(2) max v(p)

Sif{y, v &) et (p) satisfont & (1), on dit que /{7) est un flet dvnamique
de s d en G pour p périodes avee la valeur z(p). Si, de plus w(p) st maximal,
alors f(f) est un flot dynamique maximal en G pour les p périodes.

Lorsque les capacités se comservent dans e temps, autrement dit
pour chaque are (x, v)€4 on a

(3) elx. v =c(x, ¥} (=00 p—h{x. v).

Ford ¢t Fulkerson [2], ont généré un flot dynamique maximal en
G, en partant d’un flot statique de G. Dans le cas  général. les auteurs
ont montré qu'un flot dynamique en G est équivalent au flot statique dans
un réseau agrandi G(py=(N(p), A(p)).

La construction du résean G(p) est la suivante: (i) pour chaque
sommet ¥ =N on définit p-}-1 sommets x{f) = N(p), 1==0.1..... p ¢t p arcs
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(x(N). {1y sA{p) . i=01...., p—1:

{i1) pour chaque are (v, vy €4 on définit p4-1—h(x, v) ares
(x(0), vt--h(xoaN)yeA(p), =010, p—h(x v}:

(131) les capacités des ares de G sont

(4 a) ({0, v h{x, N ==c(a, v ) i=01 p—h{a V)

(410 c(x(f), x(f-1))=oc, 1=0.1...., f—1

Dans [1] on a remarqué quun flot dynamique en & pour p périedes,

peut étre examiné comme un (ot statique dans un graphe agrandi G, (p) =
(NL(p). AL(p)) généré par fes chemins de G, de la source au puits, che-

mins pour lesquels le temps de parcours est inféricur ou égal a p.

lLa construction du réseau Gu(p} est la suivantce:
{i) soit T'(s. x} la valeur du plus court chemin de s & x et T(x, d) la valeur
du plus court chemin de v 3 d en G
(ii}y si (s, ¥)+1(x.d) ~p, on ¢limine le sommet v soit N, ensemble
des sommets restants
(111) si T(s, x) Ay, ¥)+T(v, d) = p, on ¢limine Vare (v, v) | soit A, Uensem-
ble des arcs restants ;
(iv) on construit alors le graphe G,(p) de la facon suivante :

— chaque sommet x =N, on définit g(x)=p -1 —(L(s, X)+T(x, d))

sommets, x{{) eN, (p), t=T(s, x)...., p—~T{x, d) et g{x)—1 arcs {(x(f), x(t+
L), =T (s x), o p—1—=T{(x. d);

— pour chaque arc (x, vyeA, on définit a{y, v)=p+1—(T(s, x) -+
+hfx, _\'))—I— T(v. d)) arcs (x(2), y{t+h{x, VI, i=T(s, ¥)...., p—h{x, ) —
— (v, d):

(J— les capacités des arcs de G, (p) sont @

(5a) e(x(), y{¢Ha{x D) =c{x, v 8y (=T(s, 2} p-h{x, V)—T (v, d)
(3 1) c(x(f). x{{ 1)) =cc, I=T(s, ). p—1—=T{x, d)

Dans le paragrahe suivant on va faire quelques censidérations sur
tes graphes G(p) et GL{p).

2. Considérations sur les graphes agrandis G(p) et G,(p). l.a définition
de T{s, x) implique que T'(s, d) cst la valeur du plus court chemin  par
rapport au temps e la source s au puits « dans le réseau G,

Soit G, = (N, Ay) le graphe obtenu de G==(N, 4) par I'élimination
des ares (v, v) €4 pour lesquels

(6) My, vy >p

Ainsi, n'importe quel arc el semmet de Gy=(N, A;) se multiplic en
G(P)=(N(p). A(p)) et n'importe quel arc et sommet  de G,=(N,, A,) se
multiplic en G,(p) = (N, (p). A, (p}).

Soit [N | =n, | 4 |=m, |Agl=m’, |[N(p) |=n(p). | A(p) |=m(p), I N,
g | Ay (= | N =), 1 Ay(p) | =my(p).
Aussi, soit

(7) Kop4+1—T(s, d)

[\
() D= % hx. )
Ap

Siop< T(s.d). alors par délinition ¢{x) =0, v N, alx, vy=0(x, )4,
l“ ()‘ - 4 - i Lo .
Lemme 1. Pour n'importe guel sommel x =N, g(X)<h of n'imporie
qitel are (v, v)€A4, a(x, v)<k. ) ‘ g .
! Démonstration. On a g(x)=p-+1—(1(s. x}+ (¥, d)). afy. _\]:=f)'-1-! —
(s x) Fh{x, Y FT (v d)) et T(s.8) T (x d)z I{s.dy, (s x) Ry, V) 4
T(v. d)z T{s. d). d'ot g{x)<h, a(v. vk _ _ o
it Lemme 2. Si p< T(s. d). ators le flot dynamigite de G, pour les p périodes
est zéro. o
Démonstration. Si p<T(s.d) on a Ny=@@ ¢t A,=@ dJd'en il résulte
que le flor dynamique pour les p périodes est zéro.
Lemme 3. On da mp<12,< piny. . B n
Démonstation. Cette affirmation résulte du fait que, pour numports
quel are (v.yyed, on a 1<h{y. v)<p, . -
Remarques. 1) Dy=wmy. si et sculement 1 pour numporte quel  ar
(v, v)eAdgona iy, v)=1. . . )
0 2) Dy==pm,. sict seulement si n‘importe pour quel are (v, vje.4, on
a h{v, v)=p. Dans cc cas on a kgl ) l
Lemme 4. Pour le graphe G(py=(N(p), A(p)) on u r(p)=(p+1)n
of m{p)=pimy, +n)tm,—1D,. i o . ‘
([j'))é);:’on-s‘;mtion. (fhaq:;e sommet v =N se multiplie (p4-1) fois, donc
n(p)=(p-+1) n. Chaque arc (x, v) =4, sc répéte (p 41 —h{x, v)) fois, done le

: AL L . A
nombre total des arcs. aprés la multiplication est (p 1) wip ;..‘lz(.\,_\)

’ ¥
={(p D) my—D, Ny a pn arces (x(1), x(¢41)). Ainst m(py=p(higtn) +
n,—D,,.
7 Ix’c;ﬂurqm’s. 1} En tenant compte du Lemme 3, on a m, +;">-'n\<‘m(fa)<
< pr(my+n). Les égalités ont lieu si et seulement si les conditions de la
remarque du Lemme 3 sont accomplies.

2) Dans [2]. on montre que fes ares (v(f). x(f+ 1} ¢ 01 ,...,p '!,
avee x#8, d ne sont pas néeessaires p?;u~ obtenir e flot dvnamigue maximal.
Dans ces cas m ity 2] pting . ‘

Lemme 5.(;;)’0115‘ 16 gm)jf:':e G:(/))m (Np(p). Au(pl) on a 1wl p) }._\pq(\)g
<k ot mp(p) = .‘JAP::(_\'. V) rﬁ_\-p(q(,x)—- N hmy +{k— 1) 1, . .

Démonstration. Chaque sommet v=XN, se multiplic g(1} fois donc
P ).'p__.,g(.\'). Du Lemme 1 et n,gnonan,(py<suk. ( haq!u.: arce {x, :) 4,
se répete a(x, v) fois, done le nombre des arcs aprés les répétitions est T, a(v.
v). Le pombre des arcs (x(¢), x{({+1}) est .‘_I_\?(.r/(\') 1y, donc :;z,:(p) }..Aprs('c
W EEy (gl —1). Du Lemme | et npEmy on a my{ py<hmg 4= (k1) ny.

Ri"nmrques. 1) On a myp)=nk sculement st et g{a) <k pour
n'importe quel x €Ny, Aussi ny(p)=hmy+{k—1) n, seulement si o=ty
et a(x, y)=g(x)=k pour n'importe quel are {3, y) =4, et re N,

2) Si en G,(p) on ne considere pas les arcs (x(f), 2(f 1)) avee x#s.d,
alors my(p) }:'.,pa(.r, Ay 42 (k1)< hmy 42 (k1)
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Le‘mmc 6. On a m{ Py —md Py (p -1 &k} n ed m{p)mm,(p)= pon.
Démonstration. Conformément aux Lemmas 4 ¢t 5 ona n(p) —ny(p)=
=(p-t1)n .‘_._\-?q( O2(p+1yn—n-k=(p41—k)n I>unc manicre analegue

m(py=ing(p) = p-{m, {-n)mm;—l),,—Ejpd(n; V)= ()= Dz p (my 4-n) +
gDy —leomg o (k1) 0,2 (my Aent) —p g = pon,

Remarques. 1} On o n{p)—ny(py={p 41 —k)n sculement si n,(p)—nk.

2) On a m(p) n,,(,?):rpn sculement si ml(/)‘)—.m;, +hn et n(py=ni,,

De ces remarques, i résulte que les ¢galités sent réalisées dans des
cas totalement particuliers.

Du Lemine 6 1l résulte b .

Théoreme. Lo graphe Go(p) est tojours un sous-graphe particl de G(p).

3. Exemples On considere fe graphe de la figure | o, sur chague
arc est Inscrit un entier positif, au representet le temps de parcurs.

Fig. 1

St on fixe le nombre des périodes de temps & =3, alors n(p) =24,
m(p) =46, ny(p) 12 my( py=21. L graphe G(3) est représenté dauns la figure 2
ct le graphe ,(5) dans la figure 3.

Fig. 3

Dans le tableau 1 on a considéré deux graphes, qui difiérent par les
temps de parcours. Chaque graphe est caractérisé par la matrice des temps
HeTh,y], ot k=0 si (1, /) €A et hy>0si (4, j) 4.
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Tableau 1
P
v 2 34 711121314 (61617
- 10 3101 ) 4 |8 12 | 16120 |24 |28 |32
200 0 1 1{

— Y ?
| H—30103 nFLQU()GLSTZjG-O
iM% tig 0 0 OJ mip)| 0} 8 |16 |20 |36 |46 (506 |56

miey o |0 | 0|3 Y12 |21 |20 |29
P
1234 YA I T I -
N =4, 103 40 =0 taR 172
i | np){32 |36 |44 |48 |56 |60 ,58
200 0 75
H=10 5 07 Pl 0 |3 |9t gt 2503327
N6 oo oo mip)|45 155 | 75 |85 | 105i115|135|15
mg} 0 | 2 | 1219 |35 |44 82|72
M ,
h234387 8800 M ETE e lnap
0 |
200406933000 P |1ales |17 |200231i26t |207
N1 4,/00000800900 :
@%88888&%8%8 ndPl 0 |5 117 |40 |50 |69 |100[133
J883820siots
m21| 8 0 00 )| 248 440 |504 A
2| 800000002850 | P 2|7 04 | 568|664 (760
© 00000000001
n00000000000 imupy |4 {28 |73 |105|150]234 {329
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