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(31) {at e} = {62 byl
This relation implies
(32) dray =504 Flaps,) (8 s=1 ..., r—h}.

Conversely. the image of (28) corresponds to it by parallelism of ge-
nerators, 1if

(33) Flanse) =Yhiian+s.
The tangent manifold in a point # of the manifeld (30) i<:

I (g (ut L ™)
dut

(i=1,. .., h; ] A ..., r=h)

{34) =g (at L, u?)) et ah 1 F(ay- ),

The tangent manifold (29) is parallel to (34), if

da FF{x, (', u®)
- = (o (..o 1) + M (g,
ot ot o
{33)
adF{xo(ut ..., ™)) .
ufl"‘l .:O.( ( ﬂ( )- +Th+’F|::f’,- |_:'.

dut

9. In Euclidean linear spaces, many concepts and rescarches of
Al Myller in [1] for ££; could be extended ; for example we may con-
sider the conic curvature of a curve on a surface, cylindric lines and so on,
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CONNEXIONS FINSLERIENNES GENERALES PRESQUE
SYMPLECTIQUES

PAR
GHEORGHE ATANASIU et 10AN GHINEA

Récemment, dans {27, on a déterminé la forme générale des connexions
finslericnnes compatibles avec une structure presque symplectique et
respectivement conforme presque symplectique. Ce travail, utilise la dé-
finition de la connexion finslerienne dans le fibré Finsler d’une variété
différentiable M, donnée par le prof. M. Matsumoto [3], et unc mé-
thode mise en valeur par le prof. R. Miron [4] et utilisée avec succes dans
{13, [5], [10], (2], {97. La méthode a été pour la premiére fois appliquée
par le prof. Radu Miron dans la détermination de toutes les connexions
finsleriennes métriques (6]. Des résultats inédits concernant les connexions
Finsler métriques vont paraitre dans {7).

Dans la note ci-présente nous allons prouver qu'il existe une conne-
xion finslerienne, définie sur M, de telle maniére que la A-dérivée covariante
et la p-dérivée covariante du champ finslerien du type (0,2) disons gi; (%, ¥),
antisymétrique, nondégénéré, qui détermine la structure presque symplec-
tique sur M, soient, respectivement, deux champs finsteriens K, Qun,
du type {0,3), qui remplissent les conditions d’antisvmétrie dans les deux
premiers indices.

1. Soit M,, unec variété C=-différentiable, de dimension 2,

Une connexion finslerienne [31, [7] sur M, est un triplet (N§, Fi, Ch)
qui 2 un changement de coordonnées et d’élément d’appui

-4
(1.1) A =gt (2,2, = il i
EY

se transforme sclon les formules
o 0x D0
axt 9ar P axt 9 9akF gar
axv ax axt ., 0xb 3%

ax v oxr D20 axr oxr
dat gal 9a* ct

g (o ay==_2t 22T o
o (V) =8 S

X
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A Taide des objets géométriques N 5. €5 on peit définir la k
dériviée covariante ¢ la w-dérivée covarante, qui. par exemple, pour un
champ finslerien 4 du type (1. 1) ont, respectivement, les  expressions

513

i1.3) fiik Ik S R T
A
) i i TP ik
(1.4_,' {|Jk _Jk—'—j_, C;k .".,: (jk!
[T}
o _”_ﬁ__'..\';:.i
Axv o gat ik

2, Conswddrons sur M,, une structare presquae svmplectique définie
par un champ de tenseurs linsleriens du type {0.2), disons z,; (v, v) (v étant
I'élément de support au point x), antisvmétrigues [g;; (a0 v) = —g; (v, v)]
¢t nondégénérés [det g, (v, v) # 0, Vv # 0] :

- Oneassocie a cette structure les opérateurs Ko Yano = M. Obata
81, 111 B

; 1 -
TR L kh N L IS T uTay
(2.1) R G T P

(3% 3 + g™

|
',): LI J‘ab

vit g% est un tenseur finslerien du type (2,0)- avant la pro_pr'iété..
28" =8, gugt = ¥
¢l on refnargue que ces opérateurs satisfont aux relations
O+0=28 0.0=0, '0.*0="0, 0."0=0 ‘0.0 =0

Ici (0. Q)% = aroks ot la contraction d'un tenseur finslerien
i du type (1,2), par O, a lexpression locale (0. #)5, = €55, ctc

Nous voulons déterminer la famille générale des connexions finsle-
riennes gui remplissent fes conditions '

(2.2) Sy = K iyl — Qi
ou A,y et Oy sont des tenseurs [insleriens du tvpe {0,3) ayvant les propriétés

(2.3) Kt = — K Qup e

. U5 G ® . . . o o 0.0 A
Soit (Ni 4. C§) une connexion finslerienne initialement donnée.
sur M ct on suppose la connexion finslerienne (N}, F§, C%) déterminée

par
(2.4) Nj = ‘\} A5 Fh= ﬁ;k + Bl Cj = (:.;k -+ D

oit les champs finsleriens A B, €, doivent satisfaire au systéme

a o - =i 4
Gia i — gia B = Lo — K AR

~a a =
alh — € D% = gl v — Quis

2-
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qui est équivalent aux équations suivantes

g ) ) 1 . YL ym

(2.5) R D = 5" (é’r‘.m = Ko
\ xOmb Jue o Ol

(26 ("jl ]/mk = ;g (g")'”" ik

On a noté ici avee | et ff, la A-dérivée ot respectivement la v déri_\'ée
covariante par rapport a la connexion tinsterienne donnée (V5 £, G

Par un calcul direct, on.vérifie que pour ces équations le lemme de
K. Yano [[1l], p. 133] est satisfait, (l_'m‘l on peut (-uni'll_lrc que ces
équations ont des solutions par rapport & Dy L. quel que seit le champ
de tenseurs 3 solutions données, Tespectivement, pal

! : - a“' m| m .
Bl = Eg‘h ( Gigpe — Nagw _5F-lk] = 6T L
R) o
Dy = ;g”‘ (g |l - Qui")_ + €5 e

ou Ui, et 174 sont des tenscurs finsleriens du tvpe (1.2) arbitraizes,
De cette maniére on a obtenn le ) ‘ _
Théoréme 1. Swur une wvariété A, douce dune structure fmslf:nennq
presque svmplechique, la famille géndrale de connexions finsleriennes, qui
vemplit les conditions gy v = Nyx, i v = Qo B et .()“k 'c!-a.r,n! des
tenseurs du Pvpe (0,3), antisymétriques dans les deux premicrs indices, est
donnde  par

N = NPl s

-

j= -

.,

H - ) ag: MR
Fip = Iy +=g" (-9.1'5 =Ky - —=Ag| + 65 05

K-
(2.8) dym !

L] i - h ~
(e = (e +=g™ (golle — Qup) + OF To

ot {.f}! Fi.. C}P,,) est ane connexion finslerienne fixée, et i sont la ]z—fférzvée

et Ly v-dévivie covariante par rapport a ccle connexion, cf Aj U, Vi sont

des tenseurs finsleriens arbilraives. ‘ ’ )
Remargues 1. On monire par calcul direct  qu'unc {ransformation

a_ &, o 2. oy o . = e =¥, R . . .
du genre (N4 Fh. Ch) — (N + A5 Fhe + U Gl -‘1— Fik) appliquée aux
formules (2.8) medific additivement les champs A3 Uje et respectivement
o o, ° . N ; ' . .

74, d’ou laffirmation que (N§. Iy (§) pent se fixer, dans lv théoreme
exposé plus haut, est correcte. . ' ) '

2. Si Ky = 0, Q. = 0, on obtient, de (2.8) les connexions finsleriennes

& - ™M1

presque svmplectiques [2]. ‘

3. 51 '1{’.”-‘ = 2_5;,'} [ TIN Q[|j~ = Zg“ hi. ou ) [OF] Wy ('(‘.\') et o=
= %(x, v) sont des vecteurs finsleriens covariants, on _ol)tlz.‘nt. de (2.8),
kes eonnesions linsleriennes conformes presque symplectiques (21
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. 4. Considérant une structure métrique donnéc par un champ finsle-
rien du type (0.2), symétrique nondégénéré g, (v, v), sur la variété M,
on obtient une connexion finslerienne telle que

gy k== Koy gy le=Quu o Kgp = Kyay Qin = Qs

et comme cas particuliers les connexions finsleriennes métriques [6], (7] et
conformes métriques {2].

5. Vu que (2.4) assure une correspondance biunivoque entre la terne
de tenseurs finsleriens (4, B, D) et la terne de connexions finsleriennes
(N, F, C), pour une connexion (1, F, () fixée, on peut considérer le groupe
des tran;afor[nauons de connexions (2.8) avec la composition habituelle
des applications. Des cas particuliers remarquables de ce groupe de trans-
formations ont été traités dans [2].

3. On suppose que les tenseurs Ky, Qg du type (0,3), antisymétri-
ques dans les,_deux_ premiers indices qui satisfont & (2.2}, remplissent les
condftlons qu’il existe les tenseurs L, M, Ny du type (0,2) antisy-
métriques, de maniére que i

Ko — Kopyx +Qua Bt + K Th = 284 Lu,
(3.1 Kiplao— Cinyr +Qi Pl + Kipa C = 28, My,
Qe 1= Qup e + CQua S0 =2 g N
ot Riy, Ph, Sh, Th, C} désignent les champs de tenscurs de torsion
appartenant & A ,,.
De ce fait, si on note avec Rjyy, Phy et Sh; les champs de tenseurs

de courbure appartenant a M,, et en utilisant les identités de Ricci appli-
quées a gy on obtient

(3.2) OB Ra, 31y, OR Py, = - S My, OB S = — 8 Ny
En contractant & = f on obtient de (3.2) les relations
(3.3) ]\I:,gEX“ P 21‘1[.“, IJ:I'IE 1"“ = 2‘”.“1“, .S:NEZ” s Z'RA\"“.

Finalement , on note avec

* i [ * 1
(3.4) *Riyy = Rly — 8 Xp, *Plyy = Phy — — 811, "Sh— Sha— - 8 2u;
2n 2n n '
ef vu quc
('J"*;. ;= U, Of; 1 O, *G'I:?;” 0 *6—‘,{" t = 0,

r

de (3.2) et (3.3), on peut formuler le

Théoréme 2. Swur une wvariéié M,, douée d'une striucture finslerienne
presque svmplectique, les champs de fenseurs "Ry, "Phy, “Sju donnés sur
(3.4) attachés aux connexions finsleriennes qut salisfonl a Zisre = Ny
gl e = Q. ot Ky ef Qe sont des tenseurs die 1vpe (0.3). antisymétriques
dans les deux premiers indices, remplissant les conditions su pplémentaires
(3.1), satisfont aux relations

(3.5) ‘OB R, - 0, OB “Reyu ., = 0, OB Riau.p, -0 (p=12,.),
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(3.6) CRT& =0, eh T haa, 0 Bl i, =0 (p 1,2,..}
(3.7)  "GHSh — 0. AR T TR 0, "6% Sl =Y (p L2,

Remargue 6. Dans le cas des connexions finsleriennes  presque
symplectiques on a Ly = My Ny = 0 et les relations de plus haut
deviennent

(3.5°) "GRNE = 0, OR M, = O "OR RS, =0 (p=1,2,.),
(3.6) OB, = 0, "B P%ny, =0, ¢ wpm L, =0 (p=1,2,.),
(3.7)  *ORS%: = 0. "ORShut.4, — 0, GBS, g, =0 (p=1.2..0),

ot dans le eas des connexions finsleriennes conformes presque symplectiques,
on a
Lu =W T Wy + M I“?j —*—o)al"“,,

My = w; by — AJ! ¢ e Pl A Cl.
Nig=Nl,— %]+ 255

les relations (3.5), (3.6) et (3.7) restant formellement  identiques et les
tenseurs “Ky,, *Phg et *S}y, donnés par (3.4), attachés aux champs de

tenscurs de courbure appartenant a la connexion finslerienne respective,
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