Analele stiintifice ale Universitatii (Al 1. Cuza® [asi
Supliment la tomul XXV, s. I a 1979
Cu ocazia centenarului nasterii Acad. Prof Al Mvller

SUR LA COHOMOLOGIE D'UNE CLASSE DE SYSTEMES PROJECTIFS
PAR

GHEORGH E PITI$

Dans cette note nous continuons Uérwde des groupes de cohomologic
de Cech abstraite. Lintention est de présenter quelgues résultats con-
cornant le caleul de ces groupes dans le cas ot le svstéme projectif /2 admet
une J-résolution bigraduée de la forme (20). Ja différenticlle d7 vérifiant
Ia condition (4}).

e but du §1 est de rappeler bricvement certains résultats sur la
cohomologic de Cech abstraite mtroduite par R Miron o I Pop,
dans la monographic [1]. Les considérations du §2 ont €1¢ suggirées par
jo travail (2] de I Vaisman et clles sappliquent dans tes théorémes
3.1, ¢t 3.2, qui donnent des conditions suffisantes pour que des résultats
de type Dolbeault, pour les systémes projectifs. conduisent au théore-
me de de Rham,

1. Soit {{, <) un cnsemble particilement ordonné, vérifiant les
cenditions suivantes s /) [ est filtrant & ganche [ 1) pour tous 1,7 = [
il existe inf {i,§) =7 A ;i) il existe [ € [ avant la propriété 1 K. ponr
tour 1 = [ ilexiste J; € Jtelquesup /i = Tetd < sup /i Un sous-ensemble
/ de I satisfaisant & la condition R est appelé recouvrenent” de 1.

Sur U'ensemble A, des ,recouvrements” de [ oon peut définic une
relation dordre. & saveir: J'=<< J si pour tout j = [Tl existe j o=
tel que 7= 4. Supposons que I'ensemble {L0,. =) est iiltrant a4 droite.

Soit P e (M %) ser un svstéme projectif  de groupes abéliens
sur /.

Définition 1.1. On appclic hiffon die svstime projectif PO toute
sutte exacle dans la catdgorie 1(Ab), de la foran

j d‘l
(RID O = 1= PPy o PRl P

qui a la proprictd
He( TP =0 pour gz 1 ctnzih

A d ~
St on désigne par (@ HO (L] P~ U0 (T ety TThamomor-
phisme assacié au merphisme 47, en ebtient ln suite sémiexacte de gronpes
{dﬂ}‘ ltjl]'

() 0o B, PVES e PYESHY L P - e
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Dans [1] on énonce ¢t on démontre le résultat remarquable

Théoréme 1.1. Les groupes de cohomologic de Cech absiraite du systéme
projectif I’ sont isomor phes aux groupes de cohomologie de lu suite sémiexacte

e ] i wigme I

(1), associde @ la résolution (RP) du systéme P. o

Nous avons essavé, dans [3], de donner une autre description des
groupes de cohomologic de Cech abstraite. Pour cela, nous avons remplacé
la définition .1 par la ’ -

Définition 1.2. Soif [ wun ,reconvrement’ de 1. On appelle J-résolution
acveligue di systéme projectif I’ unc snife sémicxacte dans la catégorie I fAb),
de la forme.

(2) 0 - P _f—-» P e o I’"~d--* et — e

exacte pour les termes P, PO of qui wiérific les conditions suivantes
1) la suite
d"!on'\.nl\is ael
(3) 0 — ]—1491\ SO — [-[Czn‘\ Al 3 ess — }]?,A e pt, ——r H‘nA e ndy —

e

pour gz L et w2 0.

est exacte dans la catégorie Ab, pour tous iy, ..
v
1] Hi(].I'"y=20
Nous obtenons alors le résultat suivant ‘
Théoréme 1.2, Si la suite (2} est une J-résolntion acyclique de svsté-
nies projectifs canoniques de P, alors les groupes de cohomologie de  Cech
ubstraite relatifs an reconvrement” . sont donnés par

[‘fu (J, I’) == Ker lim d°.

VI’I _— T u 1 " 1
H*(/, P) = Ker limd {Im lim d n

Ter jer er
2. Soit )
() I A

. o s .
une suite sémiexacte de systemes projectifs de groupes al.)uhtégz)p? =
= ({1}, 2)i,ser sur Pensemble (f, € ). Dupposons  (uc 0 9
4 5 svstémes projectifs  cano-

QP ([P, oF)iser « P2 0, gz 0, sent des syst s proj
niques sur {1, <) _

Remargue. 1. La semme dircete éerite auparav
suivante

ant a la signification

H i - ¥ . Fie 1 <.
i =@ Iy o =@ alf | ijs s
p+g=r ptq=7
o0 g - H g ‘] s r
5 Les svstémes projectils P ctanl canoniques, on déduit que @

estcanonique. N N
; ¥ avee b g = 7. nous avons la décompost
Pour tout /M s H¥ i =] aveep i

tien uniquc
(4) UAEES WAL

hA+k=1

- +ha 4k
{z€+ha+k = ”::
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Nous allons étudier le cas des suites (()) doubles positives, Le. supposons
que MY — 0 5i b <0 ou A < 0. (4) devient alors

(5) d e = 197 g Ipess

égalité qui permet de définir les homomorphismes de groupes
agl i HP — Hpt dff ;i HN — W

par

(©) dgs.ylpr= 1ot dfs e = I

) Soient p > 0, ¢ > 0 donnés ct p + ¢ == r. L'application " : Or - O+
étant un morphisme de systémes projectifs, nous avons

() oGt dy = df ay

pour tous 1,7 < [ tels que ¢ < j. Comme conséquence de I'égalité (7) et de
la définition des homomorphismes of; nous obtenons

(8) AR L Nl R T
donc a3 = (d88 )igr: Q%' — QP! et dff = (dff )igs 1 Q7' — Q?+'9 sont des

morphismes de systémes projectifs. D'autre part, la suite (Q) étant semi-
exacte nous avons 4§*} df = 0, et compte tenu de (5), il vient

%) dgf*t dlf = df¥ dff = dff*?d§} + 4f1% 45 = 0.

Nous avons montré ainsi que 'on peut associer a la suite double positive
(), deux familles de suites sémiexactes de systémes projectifs, a savoir

a9 a?t
() 0 = Q% = oo = Q71— P o
3 o

10
( fo) 0 — ()CW et aee —3 QW — Q?+W = o0

four i € I, r > 0 nous pouvons considérer I'homomorphisme de
projection #f: Hj — H{ et on vérific aisément que p7 = (p]) e : Q" Q'
est un morphisme de systémes projectifs. Si J cst un ,recouvrement” de
1 alors p* induit un homomorphisme entre les groupes de cohomologie de

Cech associés aux deux systémes projectifs, & savoir

() cH(J, Q)= 11 (], 07
Le probléme qui nous intéresse est de trouver des conditions afin

que ces homomorphismes soient des isomorphismes. Pour cela, considérons

v a1 S e
Je sous-systéme Qf = @ (7%, du systéme projectif 7. Il est aisé de remarquer
0 pte=t . .
que la suite de systémes projectifs
al a"

(02 0 = Qh—m Q1o = 0f = Q1 oo
est semiexacte (df est la restriction de d" & @f).
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Siaf (7 o @7 est inclusion, nous ehtenons 1a sutle exnicte

r ¥
1

P
{1 O =3 e (5T —— O 1,
Mais 7 = (Mo (Q1) = (Q) e p = (p)y50:(0) = ({8 sent des merphis-

mes de suites sémiexactes (e, ils commutent avee les différentielles de
cettes suites), done la cuite ' :
i
(L 0 = () — () == (o) = O
est esacte dans la catégdrie Sef "'I-("fi B
De Pexactité des suites (10) it rcaultc qus I'on peut associer a la Qu!t( double
{0}, les suites exactes de cohomologie re datives au ,recouvrement” [ suivantes
v It Cosoahts ’
(r2) e (), (' — 1M Q7)== T O7) e HE( G0 -
Rcmarqne Des résultats similaires ent hcu pmu la différenticlle oy,

en remplacant lessystéme projectif-¢f par (g = @ 0”“ Tazuite {¢f) par la
g :p'q-r
suite ((2) et p" par la projection ¢7: (7 ~ (7. :

Lemme 2.1. 57 11},‘ ([.0P1) =0 pour p2 0 e{ r] 0 m's' quc p g =

— r alors H* (], (7)) = 0.
Démonstration. 1] suffn dée montrer que leg suités

8

(13) 0 CH(J Q) = woe = CJLT) —mr CMTTQT) = o
® 5,
(14) 04®C%LW9~¢4®CU(W)”L4®0“UJW~N
pHgmr pHq=t . ptg=r

<ont isomorphes. Tout d’abor d remarquons gque la suite (14} est sémiexacte.

nEe > T N
Soit - (/5. M‘)(,n, ,,I}Egc (4( ], Q7). ot nous avons noté par I, I"ensem-
1:1'c T ) Tae oo ciee L Llement g, de Flaag admet la
décomposition unique
r - ¢ - P
[a A Al E t! A ’ I‘ *,...-xi. h Al
prg=r¢ ° o

done nous pouvons délinir un homomorphisme f*: € (] - & G ].077)
ptg=r
en posant
LY LA i nY
) =3t ‘ V2R
prg=r L
On vérific aisément gue f* ainsi défini est un isomoerphisme de groupes.
Pour (iy, ..., 1.1) = §,,, neus avons

i) st ) E B8

8+1
(Sl ;") ) — ( 1h¥ 41 ) A " ~
P A AL ugo Gt Al (o.‘\..‘.ﬂ.i"i\...f\il_‘_l 10;\....nu.n...nl‘+! ==
= Z 8‘ e
( P¢ )(DA...A,+1

Ptg=r
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et alors

&1 Rggr f'“fl LN 1
freh 8 A (o Sy b8, o Bgeett, VES, 00
[ rT s gp! CL
=fa0Y (”;q! )xu_ . )(io-....v' VET 7 % ® [
pia- ! kel E peg=r pq=r

done [ = {f%).pe cst de plus un morphisme de suites (13) et (14).
A présent nots pouvons ¢noneet la

Proposition 2.1.
(1) S A QPR e po=doorirz
alors (f1)'° cst
mar phisuics. .
Démonstration. Du lemme 2.1 on déduit JE([ (D 0 ot alors de
Péxactité de la suite (1291 résulte Im (37)7 = .
De la méme manicre on démontre las
Proposition 2.2. S¢

(16) et (gm0, e vz

alors (p)¢ est épimorphismel-( 12 )5 st toujours € pimorphisne.
Soieni lim (). hm (0§ ). lim () les suites de limites projectives
. — —— ——

monomorplismc. (p1)"0 el (PO sont loijours des mone-

il i€l igl - . .
acsociGes auyx suites sémiexactes (Q). (OB). resp. (¢ ). Nous alions ¢labiir
certaines relations entre les (llffcu:ntmllvs de ceties sultes,

Soit (P)ier & lim Q" c1 p2 0, g2 0. p —y= 7 Alors o8 [P =11

o
pour £, jed iels quc RS R
lim @ ({IPier) ~ (@5 (Pier) = (o8 ier + 10 Phier
——
iel

Compte tenu des définitions dus homowmorphismes #f ot 4f, on a alors

(d%ql"' !I'?q)"EI = !lnl (i‘n (f?q}ief. (ilﬂl |; el & 1”“ -.I'l;g (.!‘-pq)‘-e[.
——

-
igl iel
Par les isomorphismes
5 T (T 4 Y
(17 m Q" == @& hm (",
— pPrgmr ——
iel iel
nous pouvons identifier lim o (:Pher & him &ff (Phies | lim a¥8 () iex
e - ——
ct alors iel iel i€l
Proposition 2.3, Les omorphisines do fimies /)my{dwc’ lim aff ct
!'EI
lim d%8 sufisfont aux Sgalilés sulvanies
P
iel lim JE7 lim df — lim d331 lim d%¢ = lim @23+ Hm 4]+
(]8) — — —— — = ——
iel iel igl iel il igl
i 2+12 1m0 P8 )
lim @21 lim af - 0
— ——

iel igl
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Remargue. De cette proposition on déduit, d’'une autre maniére,

que les suites lim (Q%) et lim (QF), associées a la suite lim (@), sont sémi-
— — ——

cxactes. 167 — —

3. Dans la suite nous allons donner quelques résultats sur les  groupes
de cohomologie de Cech des systémes projectifs I et P p > 0, dans le
cas on il existe les morphismes injectifs j: P — Q% j?: P? — (% possedant
les propriétés suivantes
Im 77 = Ker d8.

Définition 3.1. Soit | un ,recouvrement” de 1. Une suite ségm'exac\{s
(Q) de sysiémes projectifs s'appelle [-exacte st pour tott (g, .., 1s) € Z,
s 2 0, la suite

Imj = Kerd®

r
d‘.)\...f\;:;"l
.-4'0 -—)n.—)H' — — aese
U Hlo.-\...m, ’ iAo Y, tgh i,

est exacte pour les lermes Hf tels que vz L

Ao Al
Proposition 3.1. Su;');‘)oso:w que la suile
g a7

(19) 0 = PPy (0% o e = QP s OFSYL o

est J-résolution du systéme projectif PP pour tout p > 0. 57 la suite ( %) est
J-exacte alors le systtme projectif P admet la [J-résolution

(20) 0 - P c. QF = oo O ‘. Or* s o
Démonstration. Pour r 2 1 soit K= ¥ B e Ker df olt t=1,A ... A1,
(o, oo, i) € 2. Alors e
(21,) des B =0,
(21,) dyr L afy B =0,
(i) dgidh b - digB W — 0,
(@1, dy W+ dip A =0
(21,,,) df; ke = 0.
D’aprés I'égalité (21,) il existe 3 & HI=1, tel que
(224) hor = qfiit BN

Compte tenu de (9), les égalités (22,) et (21,) montrent que
Ayt (i — gl o) = 0
donc il existe e M} tel que

(22,) R LR S, vl
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De 1a mime maricre,

de larelation (21, )il résulte qu'il existe "0 e
e [77® tel que

(22:) JrR =TT T g

St I'on remplace /=1 ainsi obtenu dans (21}, on o @@, (A0 —ajgl0 710) —n,
ct parce que la suite (19) est J-résolution du systéme projectif Pr —
= (K. ofliser. on déduit qu'il existe A7e A tel que

(22,) R e

litant données les dgalités (21,4) ¢t (22,) en peut éerire R TR =0
done il existe F7le M7 (el que df 71 -

7ET, car la suite ((p) est
J-exacte. On obtient alors A7 = 2™ ol ™ — RO -] jit2 L RR 4
+F L qeed.

Remarque. Lc¢ résultat précédent reste valable si nous remplacons la
J-exactité de la suite ((f) par la condition
Ker diisnKerd, s Imdaq¥ pour 72 6 et @ = A o A i, {1y, .. 1) &
e X, sz 0.

Les propositions 2.1 et 2.2 ont la conséquence suivante

Proposition 3.2. Sous les hyvpothéses de la prop, 3.7. supposons gue les
J-résolutions (19) sont acycliques pour fout p = 1. La J-résolution (20)
du systénie projectif I esi acyclique st ef seulement si la ! J-résolution du
systeme projecif P° est acveliguc.

Les résultats précédents ot le théoréme 1.2 nous permettent de
démontrer le

Théoréme 3.1. Si les suiles (19) sont des [-résolutions acyvcliques de
systémes projectifs canoniques pour PP p = 0. et si la suite ((%) est [-exacte,
alors

a) He( [, PP) = H* (im (Q&), ().

: A
ies
b) le systéme projectif Poadmel la J-résolution acyeligue (20) ;
¢) les groupes de colomologic de ¢ecl du svslome projectif I, rclaf{fs

au recouvrement” [, sont isomorphes anx groupes de  cohomologic de la
sutte lim (0), i.c,

P
iel
He(j. ) = 1 (lim (), G).
Ter

Remarque, Le théorime 1.2 montre que pour oblenir a) il suffit aue
les suites (19) soient des J-16solutions acveliques pour les sysiemes P2,

Nous pouvons aussi énoncer ic

Théoréme 3.2. 57 lcs hypotheses du théoréme 3.1 sont wirifides qitel

gue soil le reconvrement | appartcient @ wne purite cofinale de Pensembie
A alors

2) B 1. PPy = L (i (O8). 6
Sl
iel
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b) P, 1) = 11* (lim ((), ),
el

4. Nous allons appliquer les résubtats obtenns dans b cas des vanétes
compleses,

Seit 17 une variété analvtigue compiexe paracompacte de dimension
finic ¢t désiznons par € le fawscein des formes dilférenticlles de dezsré r,
par @7 — celui des formes dillérenticlles de bideged (pog) el par 87 e
faisceau des formes holomorphes sur 17 (i, [37. cap. N).

Si Y est un recouvrement ouvert de Boalors (4 admet un ratfinemem
U tel que, pour tout p = 0, la suite

aPY

[t
0= GF L@ o @M @rIrL _, L.

it une (% -résolution acvelique de 2 (cf. 4]}
En reproduisant la démonstration du lemme de Paincard, nous avons
Proposition 4.1. La suite
0
480

1
(€L)0 — @™ — v — @70 — @10 — -

est (Y -eracie,

Remarque. Plus généralement, on démontre dans (4, lemme 1.27,
que la suite {€%) dus faisceaux dv germes de courants, est 4 -exacte
pour tout p=0

Les conditions du théoréme 3.1 étant vérifiges, it résulte que la
suite

0=C c@ -

—

df
__+Qr _+Qrpl s

est une (& -résolution du faisceau € associé au préfaisceau constant (<.
De plus nous avons les isemorphismes

0 @ C) R fim & s m 10 03 CY = Kerdb

La famille des recouvrements ¢ de 17 étant cofinale dans l'cnsemble des
reconvrements onverts de 17, du théoreme 3.2 1l résulte

(0, T) = S Im s = 0 [0V, 0) = Kerdy

(en outrc nous obtenons ainsi le théorime de Dolbeault),

Les groupes de cohomologic de Cech d'un espace topologique paracom-
pact, 4 cocfficients dans un préfaisceaun, étant isomorphes aux groupes d
voefficients dans le faisceau associé ([1], cap. VII, théoréme 3.4), des iso-
morphismes éerits ¢i-dessus. nous obtenons le théoréme de de Rhbham
pour les vaiiétés analytigues compleses paracompactes, a savow

FI'(V, C) =~ Kerd} il dy 't sl ,’-VI“ (v, f,) = Kerd},
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