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The case when an impulsive body couple M is apphied at the origin,
the body force vector being null, can be treated similarly,

The same method may be applied in the general case of an i hitrary
distribution of body forces and bodyv couples. _

4. Final conclusions. In the case of impulsively concentrated body
forces we notice from (3,13} that the displacements u,, ., 1, have infinite

. N 1 h
discontinuitics at the moments = l—c— {= l:._due to the presence of Dirac
1 2;

. . h
delta functions while at the moment /= l—- thevy have no discontinuities
c A
because the functions A,(¢). B,{{) vanish simultanecously.

On the other hand, the displacement components w,, u#, i, suffer
i
jumps at ¢ V I=—  pgiven by H{{).
e (5h :

Concerning the rotation components g, and 2, we obscrve that they

€'

suffer jumps at = Vh = l{" given by H{1).
3
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QUELQUES RESULTATS SUR LA DEFORMATION DES PLAQUES
PAR

I. IBANESCU
Dl Peodntvive o Preafessewr Sondel Hlaimavicl

Dans |17 on donne une nouvelle théorie sur Ja déformation d'un corps
avee microstructure dans laquelle Je tenseur de contrainte st s;:t;u-t_ri.-
que. En utilisant cette théotie nous avons trouve les éqnations d’équili-
bre d’'une plaques ¢flastique 3 . o o

Dans la Note présente on tiouve générabsations du théorcme de
Clapevron et des relations «e réciprocitées de Betti. )

1. Les relations de base. On considére la plagque comitite un corps qu
oceupe lo domaine V=24 h Ji; ol @ est un domaine du plan v, v,
avant la frontiere T, et 24 est I'épaisscur de la plague. Lasurface du corps
¥ =SUSHUS  se compose de la surface latérale S et de S° et $* qui
sont les bases de la plaque. . -

On supposera que le corps se compose d'un materiau avec nicro-
structure et de plus que le tenscur de contrainie est svmetriques. Les équa-
tions ’équilibre du corps sont celles dans [, ¢'est-a-dire

es équacions déquiilioe;

(1.1} L +egi=0. Cyy+ eptp +pme=0.

les relations géométriques ;
1 .
(1l 2.) eiy= E (“l,j+1"'l), Xig= Pk

les équations constitutives ;

fo={R0 + @) 85y 4+ 2uee; + mlay + 251)

{1.3) -
Coy={wd+al)}dip+2mze+ By + y7y
ou
1 . . v v, —
€= L5 AT fi}'i“ +‘V2 (CIJ+CJ‘) —.._158'1 .Hf— 83”
(1.49) E, E, E, F,
: X vy o Ny =,
\i;= 1-l-_":it”-|— ]-*:vﬂ A‘I (-’1}+“lcii'— —‘z'Sf\ij' *3—88:}
L a Ta I, E,

= €y = €3y + €23+ Eua, s=Lmm={n +ta +la,
(1.3) — = . .
E ﬁ='/-mm=K11 +'/.22 + 742, S=Cmm=rll+r22 +"llil‘
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| 89

[En utilisant les notations :

1 _( | -Z‘Jz ]3 [ Zvl 1 sz B |
e\ £y I, Foq (37 4+2u) (32 +8 ++) - (30 4 25)? =
(1.6} _I_=I+V[ 1+ v, __{1+v22 ‘ i |
| 2u{B+v) —2n%]

A, E, E, |\ E

A, = L=y 1 —=w, (I v._.)'*'
E, E; s

on exprime les constantes X p.xm, @, o, 2. v en fonction de vy, vy, vo, 4

1:;,]2; etA,
2A, l‘+v3+A 1 2v,

20 1+ve A 12w,
o = — =

3 L, 3K, 3 E, 3 F,
wm 2Bu 1ty A 12y, H=A11f“3,-n= A LT
(1) 3 E, 3 E, E, e
YAl -2‘4) =A1[2 AL A PRl (H""" 1.
E, E, kK, F E,

'r(] AL -2.‘1) =A,[('+““ fpqliy]
ES Ez ]-':l

I’énergie interne du corps cst donnée par

(18) 2;(,’;:)\U’-i-Zp.t:th:,+2m80—+2.—.s.;(mf+x,e)+
+a0% + SRipky e, iz
on €ncore

1 1 X \ .
20y = +"'f1;ﬁf‘.+ '*:“:[1 +_31_].._t_’_1 {]_"'_"3 2'[] 1yCou+
El 1:2 El Ea

| AL
I o I
-1 ~ 2

2

1+ v, L : v vz — v, —
+( N A CUC(}"‘AC;‘;C;I = '—152 382 2—: 35
‘3 El E;. f_‘,j
En utilisant les mimes notations que celles de Manolachi dans
{21 et en supposant que les bases de la plagque ont les équations vy= +4
nous écrirons les conditions aux limites sur les bases sous la forme

& l

Pi(xy, 2y, B =4 2 P(xy, x.)8:,
(1.10) 1 -
Mo{xy, 22 )=+ E go(vy o) {a=1.2), Mylv,x,, £A)=0.

Les équations d’équilibre et les conditions aux lmites sur la sur
faces latérale ont été trouvées dans [3 .

3
E.-;L (A +2p)AAw ~ plx,, 45} =0,

2h[8A2 +(2+Y)Ppm] +¢.=0, (2=1.2)
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2 ¢
(1.11) e M{Aw) 4+ 210 g + 2 — (W 03 T H)_Pix:l — My, =0,
' 3 s

Egi (rAw + 2pi p i g ) + Mn =0,

-
B2, M5 4287 gty + 7 Paa s+ Y Pa0 Ml — Kyn=0.

2. Le théorime de Clapeyron. Plans une position d'éql‘lili‘l)re de la
plaque, P'énergic interne est égale ala moiti* du travail mécafnqug des f?f'
cos extéricures. Pour démontrer ce théoréme on intégre les équations d’é-
quilibre par rapport a x, vntre - A et +h; en uwtilisant les notations :

k h 4] o
|I2.1) -M53 = g .\;gtusli.\'s, Q:! e \ tu;d.\. 4, [(P‘,_ e R ij_dxa. !
b Zh ~h )
on trouve :
(2.2} Mg Q=0 Qg+ plyx,) =0, Re, s+ qaixiv) =0

On peut multiplier la premiére équation (2.2} par w,, la denxicme
par w et la troisieme par g, eb on considére Pintégrale

(2.3) = S (P +¢uFald T
D
qui d’aprés la premiére équation {2.2) pent s§'écrire
(2.4) . \ _{!‘[ﬁ-‘l 4 ‘(r)a..:'w.: + pie +‘/a?u]d‘r'
D

Dans cette intégrale on remplace et g par les expressions tirées e
(2.2) ; en utilisant le théoréme de Ja divergence on trouve:

(2.5) = \ Mo, + Qg + Ragtty3n S‘Ir+§ (Mgt ap + RyPaplds
T D

Dans cette intégrale on remplace les dérivées de w par

{2.6) Wy =T, Wy — T My, B, =00, 1y F 0 M

el on obtient :

(2 7) I = \ {— M.+ f\'p,,'?; 4 1 e hds + 5 ('!‘1F=mi"‘13 + RB:‘F’:.S)‘[?
v D

ou

(2.8) Yo=0s Mus.

En tenant compte que les Mo, et Ry, sont données par:

2h? , 2he . . .
IZQ’ ‘l"!n = --i-‘ ( }.Aﬂ'suz 2}}.7('_‘:3), 1“"’3 = "'T_ __(')'—\“'buﬁ an.“ﬂ_.
& 3 ;
et en remplacant (2.6) ct (2.9) dans I'expression de I'énergic interne de la
plaque, on trouve ;
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so 2h g
(2 10) 2?"‘!’ = \‘) 3 l.)‘ Aw)z + 2[‘.1.?[’,,,37.9.:5][{1 +2h \S [a'p'l..\@p.p + gp‘a.ﬁ‘? +Y'P«.b‘PB.a dx H

D D
done I'énergic interne de la plaque prend la forme :
(2.11) 20 = SS (M yt00s + R ).

D
Maintenant la relation (2.7) peut étve éerite
(2.12) SS (pro +q,5,)dx + S Tyt + Tt + B Vs =209
D r

qui représente le théoréme de Clapevron.
3. Théoréme. L'duergie interne de la plaguc st positive-difinie st e
senlement si les condilions swivantes sont vew plics
(3.1) p>0, 4+u=0, a-+f+v>0, 2x+4+324v>0, B++v>0, B8—y=0.
Diémonstration. On considére les mesures bidimensioncelles de la dé-
formation f%,p. x5 qui ont été introduites dans [21.

(32) ]"a.B =}eaﬁ i wl.aﬂ-/-g?s =P
L'expresion de I'énergie interne en fonction de kg%, est donnée par:
| 2R
(3.3)  2Zpw= T [ hyohpp + 20k gRag + 20 [0y, 2on + BaosZog + 0 Yun #pa -
On pose :
(3-4) Ri=z,, hip==sy k=6, n =2, tp= €50 A1 = &4, H{yp = €4,
avec
¥rzt+ ¥ Hypg~—Hp
{3.5) A =—————, %= ——
. 2 2

Avee les notations (3.4), I'énergie interne de la plaque peut étre éerite

(36) 29¢=”U‘Eiaj,
avee les coefficients ay; donnds par:
2h® .
Ay =dgy= —— {(h4+2p). ae=2h.2(8+7),
]
208
(3.7 Ay =ty = L thy, =4h(B—v),

4p0
an=2u . ; G = =2h(o+B+v). ap=aq=2h . 2a

les autres cocfficients étant zero. :

[’aprés le théor me qui afirme que la condition nécessaire et suffi-
sante pour que la forme quadratique soit positive-définic est gue tous les
déterminants principaux de la matrice de la forme soient possitifs [4], on
trouve les conditions (3.1).
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4. Les relations de réciprocit? de Betti. On considére le vecteur F
avee les composantes {(pig, ¢} ot Vopirateur LIV de composantes £2,1F
L0 L0V o L 17) sont les opérateurs donnés par :

= 3 =
1.1 LI = i (O +2u)AAw, Lo W= = 2h{{x 4 y) 9,0+ BAR;
( 3

Les équations d’équilibre de la plaque deviennent :
(4.2) LIV =F,
On considére la forme bilinéaire
- = 3
200V, 1¥) = 2 (RAZAY + 20 4w 5] +
4.3) -3
1 200y 30y 0 + B0 o0+ 1 PasVpal.
ot les vecteurs 1V ot W ont les composantes (v, 4., b)), Ww,p, 9,,).
Seit encore la forme:
(4.4) P, Vy= = M)V o+ Vil VIV 4+ Roa(V),.
On multiplic la relation (4.2) par le vecteur ¥ et on intégre sur le do-
maine 2. On trouve:
(4.5) S 7LVt = SF V-
D D
Ln faisant les calculs, on constate que
:‘1.6) &j}f}dT= g (}")v +(I1‘1bl +q:q)2)fl'f
D D
et pour lintégral du membre gauche on trouve:
o o 204 -
(4.7) Sg PLids = “u-—si-().+2p):.\_\wd7 -21;“ (a4 4) b + BAG I T
D D 5)
On calcule les intégrales

[4.8) I SS vAAwdT =1 SS Avdwds + Ag vAw,,d5 - }.S Awv,,ds
D D r r
Zp,SS vAAwd~ =2p,“ Uyt .7 + Zp,S v\w,d=
{4.9) D ) ‘
—2u S PHIY o, Mot dS -~ 20 S T (; - (et ) dS
s

r r
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{4.10) e K Por¥ald T =2 S Po. oMl T — &S P eorad =
= g

r
(41 1\' M ?p.p).".b?.d-'— =Y ‘ ?;.).V).”pds = \ ?p./.":Jl.;[iT'
r E

S

"
(4.12) ﬁg\ by AT Bgcp;pq'.l-,_npd.\‘ 3‘ YT
D v D
On porte les relations (4.8) - (4.12) dans (4.5) et on trouve:
{4.13) “ P LIds =2“ PV Y= - g’ﬁ(ﬁ', 1) ds
'm 3 "

qui est la premiére formule de Betti.
Si le vecteur I co'neide avee W, alors on trouve Ja deuxidme formule
formule de Betti:

(4.14)} gs .e IT({T =F gs pl,')( IT',J S Yz (n, !T'}:l'\'
G 7 i
La troisitme formule de Betti est donnd par :

(4.15) SS(F.EIT' W 2T )dx & P, 0y P, T ds.
2 :
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TORSION PROBLEM IN THE THEORY OF NON-SIMPLE ELASTIC
MATERIALS

BY
D IESAN

Vo the memary of Prafossor Meadel Huimoii

1. Introduction. The importance of Saint-Venant's problem  re-
quires no emphasis, Indeed, a comprehensive bibliography of the vast and
varicd literature to which the work contained in (17 has given impetus
would multiply the length of this study.

The elastic cnergy of non-simple media depends ou the space deri-
vatives of the displacement vector up to the n-th order, n>1. In the case
that n =2, we speak of the [irst strain-gradient theory (sec 2], {31n.

This paper is concerned with the torsion problem of elastic cylin-
ders in the first strain-gradient theory. We prove that this problem requires
the solution of a special boundary vatue problem for a fourth order elliptic
equation in two independent variables. We are led (o a new torsional rigi-
ity and prove that it is positive. For simplicity. we restricted our aticntion
to homogencous and isotropic bodies. Following 4 - 6] we can extend
the method in order to study the case of inhomogeneous and anisotropic
cylinders.

The results are used to studv the torsion of a circular cylinder.

2. Basic Equations. Throughout this paper a rectangular Cartesian
coordinate svstem Ox(i =1, 2, 3) 15 used. We shall employ the usual summa-
tion and differentiation conventions : Greek subscripts are understood to
range over the integers (1, 2), whereas Latin subscripts (unless otherwise
specified) to the range (1.2.3): summation over repeated subscripts is
implicd and subseripts preceded by a comma denote partial differentia-
tion with respect to the corresponding Cartesian coordinate,

\We consider a body which occupies the bounded region B with
Lipschitz boundary ¢B consisting of a finite number of smooth surfaces.
Let I, be intersections of two adjoined smooth surfaces and 1" =Jl,.

The basic equations of the equilibrium theory, in the absence of
body forces, are [3].

- the equations of equilibrium

(2.1) Ty~ Rasies =0,
— the constitutive equations
Ty = M 8y + LRe,

(22) iy = 7—1(zrris-k '*'ZZ-'rrS.‘:'+"’-rr;8ik) +12(:’-arr8jl'+xjrr8fk) +214)’.";8|‘)+

|
2
+ 2ot g5+ g Kaag + Xs)s



