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where 1V is the potential cnergy density and Nus=w,,n, In the case of
the torsion problem we have )

4.17 My=0, Ntz=0 on X, 1,=gu.vs. Ntu,=0 on P
, 8 3

If we take into account (3.1), (3.10), (4.3) and (4.17), from (4.16} we obtain

(4.]8) ZS ”(I'U=TJS [x]7ag AaTay +2(p—133“'p.231)]d(l=":2[]),
B Y

so that we conclude that D=0,

Thus, if the torsion function is known, then the constant = is deter-
mined by (4.14). The torsion problem is solved.

Example. In what follows we use the results established in this see-
tion tn order to study the torsion of a circular cviinder. \WWe assume that L
is a circle of radius a. Axis Ox, of the coordinate system is taken along the
axis of the evlinder. In this case i, =x,la, so that the torsion function sa-
tisfies the cquation (4.5) and the conditions Mo=0, No=0 on L. We can
take =0, From (4.15) we obtain the torsional rigidity

D= —; wpat 1427, wg)mud

I the classical theory of clasticity, the torsional rigidity is given by

1
1.); = E T:[J..((f‘ 4

where the subseript ¢ is used to denote quantities in classical theory.
The extension, bending and flexure problem will be presented in
another paper.
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SUR L ESTIMATION DANS LA RESOLUTION Al’PR()XIE’\lATIVE D’UN
PROBLEME PARABOLIQUE PAR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

PAR
I TONESCU et 1. MOINAR

DEdis a Lo dmolre o Professoor Mendel Halmovici

L. Introduction. Lec bt de cet article est e présenter une méthode de
résolution approximative du probiéme mixte pour T'équation parabolique
Ja plus simplesavant les données nulles 2 la fronticre, et aussi d obtenir
une estimation de Terreur dans la normie de Uespace L€, sots certaines
suppositions de régularité pour la condition initiale ¢t pour la frontidre
du domaine. Le résultat principal de el ouvrage est le !i;éorvmg 1.1, qui
établit U'estimation du tvpe |um —uf, <O+ k). Lo wéthede consiste dans
la discrétisation relativement d la variable temps, d’o il résulte une suite
de probi¢mes clliptiques correspondanis aux temps fixés. qui seront réso-
fus d'une maniére récursive par la méthode des éléments finis. Le probleme
qui conduit & Ia solution approximative pout étre résclu a Faide du calcu-
lateur.

On utilisera les notations suivantes :

(., .)-le produit scalaire dans Vespace LHQ) ({w. 1) = s el

-

0

II.[-la norme dans Uespace L3(€) @ o] =(v, v)':
TP, j=1.2-Tespace de Sobolev, muni de la norme || .

ey = (351752 o2y

lz=y

Hg{€)-Vespace c (Q)

A=cg?faxt+¢2ing

v ={dféxq {féxy)

On note par ¢ unc constante positive générique indépendante des
hokoon g _ )
On considere pour w=uw(x, f) le probléme mixte représenté par les
conditions suivantes :

(1 = A (v, 5 =0x (0, F)

(1 o DR
]u:() (v, ) =eQx{0,71)

w(x, £) =g(x) el =0
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oft £ est un domaine borné de R* avant la fronticre (82, et ¢ une fonction
donnée.
On introduit la classe suivante de fonctions

U=C(0, 7 LYINCH(O. Ty LHONNC{0. 1) Hg(g)).

Pour ge7x(}), on appelle solution géndralisée du probléme de Cauchy-
Dirichlet, une fonction

w10, 1=

qui satisfait aux conditions suivantes:

= well
cufl) -~
2” '[ . U) +(V‘H, VT') ={) Vl’ E(O. I)' v @u
-
3e u(0) =y.

On note par {¥iiey les fonctions propres généralisées du probléme de
Dirichlet se rapportant a4 Fopérateur -8, et par ey les valeurs propres
associées, done

(2)

[ b= H(€Y) tel que
| (Vs Vo) =24(P0, v). Ve =H5(8), VieN.

Les valeurs propres 7; sont des nombres positifs et forment une suite
monotone croissante. et les fonctions propres 4 forment un  systéme or-
thonormé et complet dans 'espace L2(Q). Onen conclut que toute fonction
v & L2Q) est représentée par

. 0
(1) = 21 (o, Yo,
t
et on a l'égalité
& It’x
3 i=[% @ ve)
il

De plus, si 6QeC? et » e H(QNH{L2}. alors on aboutit & 1inégalité
sutvante :

(4) ¥ (0. e Cle,

(a voir par exemple 2').

la solution généralisée définic par les conditions 1°—3° s'exprime
par la série
(5) iy, )= Dt T ITR

=1

2. Le problime semi-discret. La premicre étape consiste dans la dis-
crétisation du probléme (1) se rapportant & la variable /, utilisant un schéma
implicite aux différences finies. Dans ce but, pour N SN déj connu. po-
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sons k=FIN ot wr{(x)y=u{r. 0k}, n=0. N. 51 on remplace la dérivée par
rapport i la variable £ par un quotient aux différences régressives, on dé-

finit une solution approximative wg=wj(x). v =1, N, uf =g, par les conditi-
ons sutvantes
0) up = H)Q) tel gue
|
(1, v) + R(Vag, Vo) =™, v) v e ML)
On vérifie aisément que la solution du probleme (6) S'exprime par la
=erie sulvanto
() = X (LR (1 )b,
=1
¢ ’une manicre récursive, on obtient

(7) up(v) = B (L +hn) (g vi)de

=
Lemme 2.1, }/ cxisie wune consfanie € 0 felle wue
8 {147y " —e ™7, Yue N,
pour tout >,
Thioréme 2.1. Si ¢ of g HHNHYUL). alors 1 existe une con-
stunte C 0, felle que
(9) e — i< Chl gl Vi=0, N,

Démonstration. Compte tenn des (3). (4). (3). (7). ¢t (8). on obtient
successivement .

ot =l =11 L (e (A R) (e pibe =
i== |

¥ > a =4 11':
=(E oMk {1+ k) "Iz(g-"f)“) “:‘C’e[‘: (g ',ba)z"-fﬂ) <CHligh
11 1=}

3. Le probléme discret. l.a deuxiéme étape consiste dans la discréti-
sation du probléme (6) relativement 2 la variable v. en emplovant la mé-
thade des éléments finis. Dans ce but on ¢tablit «'abord plusicurs faits :
Considérons

al., ) HYE) X H)Qy - R,

définie par
alae, v) ={w. v) +k(Var, Vo) Ve e HQ), ¥ SHQ).

La forme bilinéaire a(...) définit sur F}(€) un produit scalaire
(.. Jaz=ua(...). qui indunit sur AHQ) Ja norme I, 2 2la={ @) Compte
tenu de la double inégalité

(10) min(1, &) v/ i<uligmax (1, &),
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il résulte que espace T, =Cy (0} " co'neide avee Vespace Hy(Q). De plus,
pour tout #=0.N on a
(et w) | < gl < a1y < (mind e &) 731 |o]la.
done {ug, ) est un élément de I, Vespace dual de H,.
On formule de nouveau les données du probléme (0). par les conuiti-
ons : =g ot pour tout n=1, N,

upeH, tel que

(11)
(ng, @)a=(mi ' w). YveHg
On considére T, un sous-espace a4 diménsion finie de H(€) =1,
avant la propriété suivante :

ve = IR(O)NHHQ), 3eeT el que

(12) .
1L ']')hU _.-".-;C-}I"’ Mertl s, K =01
(P, est l'opérateur d’interpolation sur 'espace 7%

l.a réalisation de 17, ¢t ses propriétés d'interpolation sont obtenues
par la méthode des éléments finis (i voir par exemple [11).

(’est maintenant qu’on peut définir une nouvelle solution approxi-
mative, par les conditions suivantes @ wfy = 1% el pour =1 N
(13) ula =17 tel que

(r-‘;fi-’r- ""h)u—(”}: 1: til) VT"hL‘ I,hr

ces conditions résubtant A la suite de diserétisation. relativement & la vana
ble a, de ka suite de problémes dounés par (11).

[existence et Uunicité de la solution du probléme (1) (du probleme
(13)) résultent par le théoréme de Riesz dans Uespace de Hithert F, (I'espace
de Hilbhert F,).

Théoréme 3.1. Si ¢Ql=C? ot g HHQ)NH{Y). alors on a
(14) |k =Tl Ch2(h? 4+ k) gk ¥r=0,.\.

Démonstration. Compte tenu du fail que le produit scalaive (., Ja st
continu et coercif sur I'espace H,, si on applique le lemme de Céa, il
résulte :

wh—ufl < inf g —vpllE [jeg — Paog
et

Vu les conditions de Pénoncé du théoréme, les propriétés suivantes de
régularité pour la solution f sont réalisces :

(15) (1) up = H{QNH Q)
(i) [eepileg CllA L

{a voir par excmple [27),
De (7), (12), (15) 1l résulte donc:
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~]

- N " u . 5
D — B IES e — Pt e — Pl A + RY el
2]

Wiz Claug r=CY, Mg 9= C Y (k) " (g, vy €
(L3N]

ot
|

<C ¥ (g. bo23<Clgls,
401

et par suite de ces deux inégalités on a

g —up 2 Che(h2 + R) g3

4. L’estimation de l'erreur. On met en évidence ces problemes :

{16) (up, v)a=(f ', v) VeeH,
(17) [tRns vade = (HE 7, ™) Yo e 1,
(18) {40, tn)a = {100 L) Vo, € 1,

ot wy =g, wh="g, =g n=1\N.

On remarque aussi que le probléme (18) est le seul qui ait une résolu-
t ion numérigue.

Thiorime 4.1. Si ¢QeC? ge H(MNHNQ) et ke k. wlors on «
(19) e — < C (4RI,

Démonstrotion, Puisque Vo H,. il résulte des (16) ot (17) la relation
sulvante :

(“z—f;:m e =0 ey
C’est une relation qui nous permat d’établir I'égalité
(20) 1 — eyl = (1ot ka2 + e — el
[es (17) et (18), on «
Jetien 112 = (14 — tef, 2l — 1 Y < [ — teiallallael T — 0
Compte tenu du Théoréme 3.1, on obtient
g — <ol g Y2+ C RO+ R) g3,
Récursivement, on en conclut
g — B2 nCRR? + R)[ig] + g — Pagllas (0 + O + k)|g]E<
<(eat 1)(n + DECR| < T CHYIIE=ChelglR
Fipnalement on aura donc

wy — il < Chllglh..
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En vertu du Théoréme 2.1, on obtient I'estimation sulvante:

1wl = Ch+ 7))
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A CONNECTION BETWEEN THE VARIATIONAL PRINCIPLES OF
ANALYTICAL MECHANICS AND THE CONCEPTS OF PROBABILITY
AND ENTROPY

BY

NICOLAS TONESCU-PALLAS and LIVIU SQFONEA
To the wmemnr v of Professor Memdel Hairezics

The great efficiency of variational methods in entering upon the
problems of analytical mechanics determined some scientists {among them
being Louis de Broglie as well) to look for a relationship between the mi-
nimal action principle and the entropy principle. In other words, a trial
was made to correlate the physical phenomenon, of sclecting the real tra-
jectory I' from the family of virtual paths D't 1o the reaching of a ma-
ximal probability.

On the same line, we propose a model for enlightening this connec-
tion,

a) Let us consider, in this respect, a point-like body moving in the
space dimension ¢, during the time interval between the instants (51, 82),
(s:=s,). We divide the duration (s,—s,) in a great number N of identica’,
clementary intervals, so that
S2-8,

8s

and assume that £(g, dgfds, s) is a characteristic function of the motion,
in a sense which will appear clear in the forthcoming considerations,

1} We put forward the hypothesis according to which the probabi-
lity of a small departure e in the ¢ dircction, with respect to the rcal tra-
jectory 1V, during the interval 3s, centred around the instant s, is given
by the expression

i) N =

. . Bs
2) ply, ey =1k Ligte)—L{g)] =~
hES 81
where =z2(s), and A is a constant. The probability that a derogation
2(s) occurs throughout the interval s,<s<s, obviously will be given by the
multiplication rule

Plsy se, ey =Tplg. e)=1111 -k L{gy+¢e)—L(y)] o l
By 8,
(3) .
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