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§1. On considére le mouvement plan. permanent, adiabatique et
irrotationnel d'un fluide compressible isentropique s'écoulant par un aju-
tage a deux vitesses caractéristiques (fig. 1}. La vitesse du fluide 3 'infini
amont est ¥, ; il s'écoule entre les deux plaques paralléles (4 B), (4'B'} et
ensuite rencontre deux autres plaques (BC), (B'C’) inclinées (symé-
triquetnent) formant I'angletp avec Paxe OX (axe de svmétrie) selon le
syvstéme d’axes choisi dans la figure 1. Le fluide sort de cet ajutage en s'écou-
lant & lignes libres émanant des points C ot C'.

La loi du fluide compressible isentropi jue est de la forme

(1.1) b Lo

o eb
ol v est la constante adiabatique et p, et p, sont respectivement la densité
et la pression dans le point de vitesse nulle.
En passant dans le plan hodographique (8, 7) ot 0 est I'angle de la
vitesse 7 avec l'axe OX et
_y Va
(1.2) o Y1 12

2N

et C, est la vitesse du son dans les points de vitesse nulle, 1'équation fon-
damentale de Tchapliguine [1] pour la fonction de courant est

(13 4o 2 i 31 P - e ZE —o
Gy a o012

oul0< <1 et ,6:-—1-—.

Au cas ou la vitesse du fluide est égale 2 la vitesse du son, d'aprés (2),

T devient 7 critique =<, = TITH Le domaine de mouvement oit 0 <7< 7,
+1

correspond & un régime de mouvement subsonique et 1'équation (3) est du

type elliptique ; le domaine pour lequel =, <7 <1 correspond au régime de

mouvement supersonique ¢t 'équation (3) est du tvpe hyperbolique. Les

deux domaines peuvent étre séparés par une courbe (ligne sonique) sur Jaquel-
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le ===, (I'équation (3) est paraholique). De tels mouvements ot la vitesse

passe par des valeurs critiques sappellent des mouvements  transsoniques

<apt

fi,i

Pour le mouvement du fluide de I'ajutage considéré on distinguc donc
les régimes de mouvement suivants:

a} si la pression extérieure au récipient (pression atmosphérique} est
supéricurc a la pression critique p (correspondant i <.} le mouvement est
subsonique, Dans ce cas aussi le problemea été résohn par €. Jacob [3]
par Ja méthode hodographique Techapliguine-Jacob-Falko-

viteh (I'—j]—F). Pour 51.—-% on obtient le probléme étudié par 5. V.

Falkovitch [4]. Sid une distance finie sur Taxe OX de CC" les lignes
libres doivent se raccorder i un canal formé de deux plagues paralléles a
Paxe OX on obiient le probléme étudic par Simona Popp (6l

b) sila pression sur les lignes libres (sur lesquelles la vitesse est critique
$=71,) est p, alors a licu le phénomine de convergence du jet auquel nous
allons revenir en §3 (150,
T 70) st lapression extéricure (sur les lignes libres) est inférieure d g, Ie
régime de mouvement  est transsonique. c'est-d-dire 4 lintéricur du ré-
cipient le mouvement est subsonique ct le jet aura un mouvement super-
sonique (détentc), le flux par CC' étant maximal — les deux régimes de
mouvement scront séparés par la ligne sonique réunissant les pomts CC’
(fig. 1). On étudie par la suite les cas ¢) et b). .

On adopte de Frank 1 [7]la correspondance du mouvement du plan
physique au plan hodographique comme dans la figure 2. On remarque qu'au
domaine du mouvement subsonique situé a la gauche de la ligne sonique
CC' du plan physique correspond dans le plan (87) un secteur circulaire de
ravon T=7, et d'ouverture 2u. Le mouvement étant symétrique on sc rap-
porte par la suitc au demi-plan inférieur ; ainsi, par les points O ct € du
plan hodographique passent les courbes caractéristiques de familles diffé-
rents s'interscctant en D ot =y /2 et ==1, (ce qui sera déterminé}.

En intégrant l'équation des caractéristiques associde a I'équation
}Flsy]perbohquc 1.3 (pour =, t<1) on obtient deux familles d’épicyclo’des
L

{1.4) . 0 4+ f(X} = const. ou

e JER vl ol
1.5) f(A\) = harctg | —— — arctg k V—— N E— V——-—-—- T, hte f——
(15 /) 81 3 e & PERY o1 =1

-t
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Dans le plan physique, a lu caractéristique 00) correspond la courbe
OD ot D conecide & C, et Ia caractéristique CD se réduit dans le plan ph\'si;
que aux points C=D ; la derniére caractéristique est justifiée 2] parle fait
que, sur BC et sur la caractéristique CD. b= —0/2 et d»=0 donc sur CD
¢ = const. également ; par le passage au plan physique, {p, 9), & CD cor-
respond un point C= D, H ' ,

. On se propose done de résoudre le probleme & la limite pour la fone-
ton ¢(8, 7} dans le domaine du plan hodographique délimité par BODCH ;
on note par @ le débit total du Huide passant par 4A4', et alors pour $(0 "j
sont données les suivantes valeurs sur la frontiere. o

(1.6) W= g,()- T, =0 (AB),
, ()
(.7 = —2_()- T, O0=u (BC,C= D),
{1.8) =0, Tt n,, 0=0 (A0).
| % -
(1.9) Y= S () =u, n2<iigu (CD).

. Laccondition (1.9) est donnée sur la caractéristique €1 ; la condition
similaire sur la cavactéristique C'D° déquation 8~ f(A) = —u, el —n; uf2

e .
sera g = . L'équation de la caractéristique O est 0— f(3) = 0: «i 'on v

fait 0=u/2 on obticnt Iéquation f(A)= ¢ d'oll on trouve 1.
’ 2

Dans lc plan hodographique du domaine 1 délimité par BOC B 1'équation
(3} est elliptique, dans le domaine 11 ODCO est du tyvpe hyperbolique et
sur OC (la ligne sonique) — du tvpe parabolique. En analvsant cctte si-
tuation, pour déterminer la fonction (6, =) on c¢st amené au probléme
ala Hmite du type Tricomi suivant [2] pour]'équation du type mixte dans
le domaine de mouvement : Déterminer a solution {0, =) de I'équation (3)
dans le domaine BODC B qui satisfait aux conditions de régularité, en con-
naissant pour ¢ les valeurs données (6--8) sur la frontiére du domaine cllip-
tique (OBC) ct la valeur sur unc caractéristique (CD) délimitant une partie
du domaine hyperbolique. .

Dans le¢ domaine a la droite de la frontiere COD on aura pour (8, =)
des problémes du type hy perbolique susceptibles ’étre résolus par la méthode
des caractéristiques [21.

. Pour résoudre le probléme Tricomi on applique la méthode hodogra-
phique ' — J - F : on détermine la solution pour le domaine I ¢t on la pro-
longe analytiquement dans l¢ domaine [1.

Les études menées par C. Jacob [2] et L. Bers {8 montrent
fque ces prolongements peuvent &tre effectués (pour Jes problémes du type
Kirchoff [127) lorsque sur Iy fronticre de raceordement on a des singularités
stmples (Lo passage des lignes de courant par ces points s'cffectue de fagon
continue, sans &-coups — il n'y a pas d'ondes de choe en Coet €'). A la vi-
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I ‘arc M ! i - le domaine [ a donc été

7", correspondra l'arc M.A4M' de rayon t, : e ét
;)e;:fagélen deug régions, 1 et 2. On cherchera, d'aprés C. Jacob [3., la
solution pour les régions 1 et 2, de la forme

Q L . nnb e
00 AR dnZ (%, D) 1IN L0t
< 2 ﬂEl ( 23 :
{1.10 & , . nnB B
| ) i 00 +3 [AaZ(z, 2a) + BaZ {7, — )] 5in R
‘Hz 2“ el . e u - - -
ot Z(z, Y), Z(5. — 1) sont les fonctions spéciales de Tchapliguine {1] pour

T

nm
= —— = 3... La solu-
I'équation (3) et les valeurs propres sont X, o n=1,12,

i : . sur la ligne (AAM)
tion ¢, étant le prolongement analytique de ¥,, alors sur la ligne N
=1, on a les conditions de raccordement
[} .E’pr
(1.11) $o(0, 71y = Da(0, 7)) 1

[4e

.2

rar a7 jzo¥,

¢ choix et de §, de ¢, de (10} vérificles cond%tgi)ons (61—8) ; Ulltl‘):ioslt(i)gﬁg
‘ ;mai ' que -ondition sur la caracté
4 ns le domaine [l de sorte que la conc = :
:c;ifiérifiée. Pour déterminct les coef_fluents g, 'A,,,' B, on 5&.’5;3}1 des rela
tions (1.11) ct (1.9) ; a partir des relations {1.11) il résulte le systemc

)
)\,) - __(:_-

ni
(Ay— @) Z'(71, 1)+ BaZ'(71, — R} = 0.
En résolvant ce systéme on obtient

g @ 2N,y Ok (rx,-:,.)
" oar W) wid | (l—1y)

ol le wronskien des fonctions de Tchapliguine [3]

W 2 2a), Z(en, — o)) = — 22U
L 1s A 1 id p_ T!
Pour déterminer les coefficients 4, on pose la condition (9) sur la
caractéristique (CD), 0=p—f(»} et on obtient

(An—dn) Z(71 %) + Bad{1,
(1.12)

(1.13)

- ) m‘tf(?\) Qf()) . ( ])ﬂ 10 y
5 (- o 2000 L Q) g L
(1.14) ™" ) ¢
X 2z, M2z, — M) sin nr /() ;€T € T
W (=) P-

On partage Vintervalle [r,, 75] en sous-intervalles en prlena’lgte rJn
noeuds. T, k=1...j; j=1,2,.. et pour chaque \'aleu? T rcm[;ra;(l'ii o
(1.14) on aura une équation, cn obtenant de la sorte le systeme algebriq
infini, linéaire et non-homogéne pour les inconnucs de A,
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" . n=1
D)
nﬁ'l nn

2 (- 1)" l‘lllz("-l'v }hn) f'!in M = (“’)_IJ'—

(1.13) ot p 2

Z' (%1, M) Z (T — ) cin nmf, '
w(7,) U

x

X

1 fIM=)] =fi
Conformément & la théoric générale [2] et é¢galement aux travaux de
Frankl 9] ¢t Aslanov 0] sur les fonctions de Tchapliguine,
pour 7.2 =, les coefficients A, =0 lorsque i —o0 ; il en résulte qu’on peut
appliquer au systéme (1.15) la méthode de la réduction @ il suffit de ré-
soudre un nombre fini ’équations aux inconnues A, : en choisissant un
grand nombre de nocuds la solution exacte s'obtient lorsque j—ec. Pour-

n . ) . . . ’
B= 5 on obtient les résultats de Guchince [11] pour le probléme étu-

dié en transonique au cas de Vajutage de SV, FFalkoviteh [47.

§2. On déterminera par la suite le coefficient de débit e cui se définit
¢n tant que rapport entre le flux réel du gaz s'écoulant par Pouverture
(A7), g2 et e flux maximal s'¢coulant par I'ouverture (COC'), 2 Y p,C
(2.1} e= 0.0 2 You p.C

s

.

oll g, est la densité correspondant & la vitesse I et 2 Ve | est I'ouver-
ture maximum de 'ajutage. en emplovant

P . 2
(22) e = F"([ T-!)a' f1= FU(! - -1)'1- ('; = Cu =g
v A

Afin de déterminer Y. on se sert des formules de passage au plan
physigue

8 1) 2!
V= (]—'-2—-5(2-5]’} cos ) — 7 sin 0] db+ .
% it a0
i2.3) el
S s - .
.‘—(l— Z S(thg <in O+ “Pcoq O)J(j_;__\.u‘
v T b

ou. dans notre cas, 4, v, sont nuls, représentant les coordonnées de (>
Dans ces formules, afin d'obtenir une convergence plus rapide dans
la solution ¢, on sc servira de Pasymptoti jue donnée par Frankl 9
et Aslanov [10] des fonctions de Tchapliguine dans le voisinage du
centre O de I'ajutage,
Ainsi, pour les coefficients A, de (1.10) (1.13) et pour ¢, on aura la
teprésentation suivante

(2.4) $e2E = 04andl+ Y, ob
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" Z{ k) . owmt)
W=V sin ,
o = - -
2-5) - ,,)" AR n
: 205 ha) TREN Z' (71 M Z (7= Al | cin 1m_0
i '\,' .= Al I G s . v 2
26) o ,?"’.{ "Z0s ) 2r(l ey n | 1
X X i ! 5 welficie s Lo Ty
Done., au licu des coefficients A, on  détermine les cocllicients x,
| it ;oainst, e A) pour L= < et
w=1,2...en posant la condition (1.9); ainsi, en (2.4) p P

é aniére stéme algé-
f f(1). 7e<7€ 7, on obtient de la méme maniere un .:;_‘g._:atel'l‘ll.(l ]c,‘“
iy RS D . ; tre a (1.14).
bri-iuement infini, linéaire ¢t non-homogéne pour «,, %, hllntlil(j;t e d G
U - e ol == b L b
En considérant les noeuds 7, 7, =7 (<7 <. S “tfiloo(ﬁ’ et ot
<imilaire & (1.13) pour lequel on applique la mc¢
. > e s T )ldl.‘. 5 r
avi ne convergence plus ray _ \ o dune
g dntPl;ur le C’llClﬁ de Yoo on sesert de Ja relation (2.3) et au moyen
& X

intégration par parties sur OC, en considérant ¢u'en C onaB=p, v=1
on aura .
} __Q_b)j‘{s!*%ﬂ sin 0+ (=) sin o]du+

i X 25)' C’“ l {) P S

(2.7) i
+ 2 gl 5 cos g}-
En considérant (0, =) aprés (2.4) avee (2.2) on obtient
u{l—=)*

(2.8) Sty

Ssend s termes de ;apres caleul on
ol le dénominateur représente les trois termes de (2.7.) 0 ag

aura : w2 (51 M) (7, — M)

_+.
20?1 — )

i - %o
L4270+ Ty=— sinp+ )_.]{;g + 2

%o RL(T,) ANTXA(T,) N

(2.9) i e .
LS - : {(— 1" 'nmpsing
—LTL——_ VA IR R VAL x.,,)‘ - —n-;n—!—.“——m!
Rl T
y () A
)= - .
ot W | i
Pour u= " et en remplagant £(=,. 7.) correspondant & la fonction

[16] i 31 (2.8 ~oefficient de débit calculé
de Cherry [16] on obtient avee (2.9) en(2.8) le coeffic
suchine 11, . _ _ e
e (’Il(lsccoefficient de débit ¢ prut s'exprimer en fonction du rapport

i ' i Shit A Pindind amont
d ouvertures —— = =+ ainsi, de Vévaluation du débit & Finlin
eux , :

v%
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() ; . . .
L= == cl do larelation (2,7). (2.8), en déterminant | Y, [.= 1=
20/ 257,
-y 27 To T .
et Ln Tet J| on obtient de (2.1)
2uC. (1 =)?
L]+ |t
(2.12) === -, ( ‘) :
£F h—,
i ligne sonique représente le licw géométrique des points oit ==+

o
pour déterminer cette courbe on utiljse (2.3.) avee (2.4) ot on ohtient pour
lo demi-plan inférieur la forme parameétrigue

/]
eV T | .
() = (1—=) ’\(2?2—'+'#3 cos UdB - (0, 7§ sinf- g.~:in n
7, l. = =5 ) 2 )
(2.13)
B o
v(0) = U 1_"-‘) mz:‘ b sin 0004 500, < ) ('nsU}
E3 . - (i- T T.
0

avec Og gy, ;

les intégrales sont ¢n rapport avee ) ot se
diatement,

caleulent imme.
§3. Dans ce paragraphe on étudiern e phénomence Je convergence
du jet a4 la vitesse critique, signalé en § I 4. Ainsi. si sur Jos lignes libres
la vitesse est 17, et Ia pression p 4 partir d'une distance finie do Porifice
de Pajutage CC” les particules fluides sont on mouvement uniforme 3 la vitesse
—
F, ; donc le lHeu géométrique des points
Ment uniforme est une ligne droite
I'axe de symeétrie, On déterminera |1
ligne de passage.

4 partir desquels on a ce mouve-
(ligne de passage) perpendiculaire &
a distance L{g, 7.} i kiguelle se trouve Ia

Dans ce cas, le svstéme de Tehaplignine devient [12]

‘o N Th—T éd
(3,]) _'=_..__..‘f;_'.=_-___..!'__.__ it
ch (1—=)3 827 f= 2e.7(1— B0
etk formule de passage au plan physijue est
_ el
(3.2) = = do+i(l—= )dy .
Dela relation (3.2}, en nous situant sur une ligne de courant, on
aura
cos 27 ¢
(3.3) dyv= — i

. 5 dh.
')l el = o

Pour la fonction de courant on se servira de Ta solution (1.10) pour
Ia région 2, .(0, 7) on, d'aprés les résultats de C, Jacob 3] dans e cas

du mounvement subsoniquu on remplace, -, =7, ¢l ona
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T I 0 iZ’(fl, FRVALE —:'.,,)'i _ _(f_Z’(-r,, M)
(34) A= Z(=,. },,.){ ni nm V(=) i -1 Wi{t,)
¢
Pour ce cas-li, dans la relation (3.3.) on calcule —[f-' avee (3.4 en
é=
intégrant par la suite (3.3) de @ & L{g. 7} et aprés & de w A O on obtient
() = H—] ams 1
Lu 7)== ——— % {(—1 ' cos p+ 1}
(e, =) AT “):1 ( y
(3.5 "
(3.5) _ (= IIZ(T,, ?\,.)(1 —1,\* N
.[ﬁ"{-') o 'I'Z(;,).,‘) 1—,) nmz— e

En évaluant par la suite le débit & U'infini aval ol Je jet est large de /. on
obtient de (3.3).
nw

Lin, )=l 3 ——— {—D"cosp+]x
(. =) "Zl E LR ( )

. Z(ti, M) (1 —-.‘)5’]
P DAk X{z)—————=1]|.
B [ (= { 1)Zlf'r', )\,,)[I =
IPar la misc a profit des nouvelles propriétés des functions de Tchapli-

guine étudiées par C. jJacol: [2] on peut fairc des délimitations au cas
des calculs numéri ues pour la ligne de passage (3.6).

(3.6)

Sip= " alors de (3.6} ona le résultat obtenu par Aslanov ¢t Legkova
2 - i
L13] pour l'ajutage de Falkovitch. Egalement. toujours de {3.6) lorsque
=, =0 pour 'ajutage i unc seule vitesse critique de €. facob (27 onale
résuttat obtenu par Galina Camenski (14

BIBLIOGRAPHIE

L Tehapliguine, 5 Al Oenwres complites, Moscou, 1948, 2.. 19— 138, ‘ i

2. Jacoh (. Introduction sathématigue & la mfcanigue des fluides, Bucarest, ans,
1954,

3. Jacab, C. — Adrchivam Mech. Stoson. 14 3[4, 603—-619 {1‘:62}.

1. Falkovich, & \. Prikl. Mat. Mekh, 21, 459—464 (19_:5.1).

5 Popp Simona Legons de dvnastigine des gaz. Bucarest 179 (roum|.

6. Popp Simona Rev. Roum. Math. pures appl. 9, 3-11 [ 1966].

7. Frankl, ¥. 1. 1oy, Acad. nank VLRSS, 4, 121 143 (1945). i .

8. Bers, I. Mathomatical aspects of subsonic and transomic gas dviamics [New York,

London, 195%).
V. Frankl F.IL Dokl. Acad. naok. U RSS, TVIIL 50 1947,
10, Aslanor, S k. Prikl. Mat. Mekh, 210 297 302 (1957).
1. Guechin, B. A. « Prikl, Mat. Mekho 23 770776 (1959). ) "
12 Lapu, M — Studii s cercetin matematice, 2. 25 285— 308, Bnouresti (19. ‘_;)l.
13. Aslanowv, 5 K., Legkowva, V. AL I’rikl. Mat. Mekh. 23, 100 -.1‘)1 {1959) .
4. Camenschi Galina — Studii si cere. mat. 19, 7. 957— 962, Bucoresti {1967 1.
15. Sedovw, I.1. Ploskic zadaci ghidradinanike 1 werodowomikd, M1, 1950,
16, Cherrv, T. M I'roc. Royal. Soc, 191 4579 {1947},

Favwted de Mathimatigres
Unrversite’ de Bragov _
2300 — Bragov, R. 5. Roumanie

Analele stiintifice ale Universititii AL 1. Cuza® din Tasi
Supliment la tomnl XXVIIL, s, 1 a, 1981

ON THE BENDING OF MICROPOLAR PLATES RESTED ON A VINKLER
FOUNDATION

BY

A, MANOLACHI
L twe mernory of Professor Mendel {Tidmorzici

In this paper we present an introductory study concerning the linear
bending of a thin micropolar plate rested on an elastic foundation of Vinkler
type. In the first part we establish the form of the general solution of equi-
librium cquations. In the second part we consider the small deflections
of an infinite plate acted upon by a concentrated force.

The ficld cquations used in this analysis are those from the papers
4],

I. 1. Statement of the problem. Consider a thin elastic micropolar
plate of constant thickness 24 in cquilibrium under a given system of exter-
nal loads acting on the lateral surfaces, Ng=4h,

In the absence of cxtensional deformations paralel to the median
plane, the differential equations governing the small deflections of an iso-
tropic thin micropolar plate are:

[2

,

DAAw —8ahAw —8ak(n,., — Pz} =p{¥y, V),

AN, Bepyg, +8xh(e sw5—,) - Go(%s, ¥3), p=1, 2.
dt ¢? ik
.11 4 = + L Oy = =l L
( ) dx§ RS i &y
20 7. D'l D'(1+v
D= _, o DUzw o, D) .
3(1=v?) T 2 2

where @ is the deflection function, ¢, are the components of the local rota-
tion vector (microrotation); 7., v. . E, v, & — the material cocffici_ents,
p and ¢, — the external normal force and tangential couples respectively
acting on the lateral plate surfaces.

When the plate rests on an elatic foundation the superficial loads
can be decomposed into two parts, [3, 6

Plxu xe) = P(xy, xo) +p7(x,, xa),

Gol X1, X2} =0 ¥y, ¥a) +q (%0, 7a),
in which, 22 and @, are given loads at the surface, va= +5, 5" and g, being
the normal force and tangential couples appearing as reactions due to the
intime contact between the plate and foundation.

(1.1.2)



