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EXISTENCE ET ARBITRARIETE DES CONNEXIONS
COMPATIBLES A DES STRUCTURES RIEMANN GENERALISEES
DU TYPE PRESQUE 1-HORSYMPLECTIQUES METRIQUES

PAR
RADU MIRON et GHEORGAE ATANASIU

Dédié & La memvire dn Professewr Mendel Haimacic

3.0, Introduction. Dans un article [9], nous avons récemment Etabli
par des méthodes géométrigues, la solution du probleme dEiscnhart
2 au cas des structures Riemann généralisées du type presque hermitien.

I.a note présente porte sur un cas plus général, celui ol la 2-forme
associée A la structure Riemann généralisée ¢ cst dégénérée. Notamment,
nous v avan;ons Ja solution du probléme d’ Eisenhart, la connexion canc-
nique ct la forme générale des connexions linéaires compatibles & ¢, au cas
des structures du type presque l-horsymplectique métrique.

Le premier paragraphe contient la définition de la structure Riemann
sénéralisée g d'indice 1, la structure presque cosymplectique associée el
les opératcurs Obata déterminés par g. Au £.2 on introduit la structure
Riemann généraliséc du type presque l-horsymplectique métrique et on
différencic les cas éliptique et hyperbolique. Deux exemples viennent prou-
ver 'existence de telles structures. On §.3 on démontre qu'il existe des
connexions linéaires compatibles & g si et seulement si les cas éliptique et
hvperbolique ont lieu. Alors, I'existence de la solution au probi¢me d’'Eisen-
hart cst prouvée en construisant les connexions (3.3) et (3.5) pour chaque
cas séparément. Finalement, au §.4 on détermine les connexions pour la
structure g et la forme générale de la solution {4.1).

Les auteurs envisagent de présenter la solution du probléme d’Eisen-
hart pour les structures Riemann généralisées du tvpe presque £ horsym-
plectique métrique, dans unc note a venir.

y.1. Structures Riemann généralisées dindice 1. Soit M une variété
C--différentiable, de dimension impaire, 2n+1, et ¢ =< (M) une structure
Riemann généralisée. Le champ de tenseurs g a la décomposition.

oLy Lu=u+gu Eu=&i Ky= &

(1.2) det |l gy Il #0.

Definition 1. On dét que la structure Riemann généralisée donnée par
gea(M) est dindice T, si

{1.3) rang | gyl =dim M —1=2n.
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Dans les circonstances de la définition 1, il existe sur M un champ
de vecterurs Eferg(M), uniquement déterminé 4 l'orientation prés, par
les conditions :

(1.4) gue =0, gyl¥=1.

Le champ de vecteurs £ = <h()M), déterminé par (1.4) conduit a I'exis-
tence sur M d’un champ de covecteurs n:=<}(M) donné par
(1.5) n=E" giy.

On peut considérer les champs de formes

Anda?, w=rndat,

(1.6) g=

et on a le
Théoréme 1. Si g est une structure Riemann généralisde d'indice |

alors :
(i} g sont globalement définres sur M ;
(ii) g" An#0 partout sur M ;
{1ii) (g, ) réalisc une structure presque cosvmplectique sur M.
I)bmonstmhon {) gy et n; élant globalement définies sur M, il ré-

sulte que g et + ont la méme propriété
(i1) La matrice antisymétrique

(1.7) qg‘v’ “T"'!
i U

est non- smgullere
En cffet, d’apsés (1.4) ct (1.5), le systeme linéaire

81 — W X/
v =0
s 0 Y
admet seulement la solution triviale.
(iil} Soit
gu II
(1.7) 0 “

la matrice inverse de (1.7). On a les relations

é’ﬂ:gv 4+, =85,

(1.8) g =1,
gefl =0, gy, =0

T e ——
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ce qui prouve que (g, r) est une structure presque cosvmplectique sur M
A o he ’
3] [6]. q.e.d.

Notons par

(1.9) 0ff = - (S“n BN i ER8Y - ER Y

I'opérateur Miron-Oproiu [10]delastructure (g, 4) et par A, ® (a=1, 2)
les opérateurs Obata [I1} de g et g ’ o

. 1 y |
1}’%1" = 5(3?8? gu;85). f}i“:’“ = 2 (353} +g2§ﬁ)
(Il)ijh (Sksh a4 Jc(;j\.;\ d:"f_;h (Sk 3" +g ng.)

Si par le produit de deax d’entre les opérateurs mentionnés plus haut,
par exemple A . @, on entend le champ de composantes

1 1
(A (D)kh A:J;(Dt_,r,

ot par la contraction d’un champ de tenseurs ¢ = z3(3) avec un des opéra-
teurs A D, 0 par exemple A on entend

T

(A=At (a=1.2),

alors, on prou\e alsément le:
Théoréme 2. (i) A A sonié des projectenrs supplémentaires sur le (F(M)
modulc w3(M) ;
(i) A.O=0.A (a=1,2);
a a

(iit) (ID—G), (I;+G) sont des projecteurs supplémentaives sur vy(M).

(iv) St f]& . (I;=(Il) . 1}, alors les projecteurs (A, ©@—0) et (A, ®+0) sont
permulables et les opératenrs A . (P —0), ) ojec
plémentaires sur (M), s

Corcoliaire 1. Si llt . (P=(1b . zl‘k, alovs le systéme d’équations lensorielles

12\ (D + Q) sont des projectenrs sup-
2

A.X=0, (0~0). X =0, [resp. A. X =0, (+6).X=0)
2 2

dans le champ tensoriel inconnu X s 13(M) a des solutions non-triviales et
sa solution génirale est

X=A.(0+6) resp. X =A(—0) . Y],

ot Y &5(M) est complétement arbitraire.
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§.2. Structures Riemann généralisées du type presque l-horsym-
plectiques métriques. Difinition 2. Une siructure Riemann géncralisée
g €M) sTappelle du type presque 1-horsymplectique métrique si g est d'indice
I ot les opératenrs Obata A ¢f & sonl permutables

L t

(2.1) A G=D A,
1 1 1 1

Théoréme 3. La structure Riemann génivalisée g d'indice 1 est presque
1-horsym plectique métrigue si ef seulement s'tl existe wne fonction non-nlle
w sur M, de maniére que

(2.2) é’gé’ggr\::#é’y-

En effet, (2.1) est équivalente a

S0 8&m8" T8 =8rrEamETL
On note
(2.3) Ciy =888

et de la derniére égalité, on a
Ciifrn =Crafty.
hd ~
Sion réalise la contraction de cette égalité avec g*, on constate que g g% =2n,
~
1 y . g . i
et on note w=_ cangt®, on obtient (2.2). De (2.2) il résulle p#0. La ré-
11
ciproque est immédiate.
Exemple 1. Soit (F%, &, 7, g) une structure presque de contact
métrique elliptique:
3 Tk kri =
FiFt = — 8% + 08", nF§=0, FE'=0, FfF?gcb =Ly

Si on note gi;=Fkg,, alors gy =g +g: est une structure Riemann géné-
raliséc du type presque 1 horsymplectique métrique {elliptique).

Exemple 2. Soit (P}, & 7, g¢) une structure presque dc contact
métrique hyperbolique :

i k__.. Tk . Dk i
PP =85~ n % =0, PIE =0, P{Plg,= — &1ty

Si on note gi;= Py, alors giy=gi; +giy est unc structure Riemann géné-
ralisée du type presque |-horsymplectique métrique (hyperbolique).
Définifion 3. La structure ¢ du tvpe presque L-horsymplectique meé-
trigue s’appelle: clliptiquesi p=a*a>0, a R) ¢t hyperboligne si p=-—
~ata=0, a <€ R).
1°, Cas ¢lli ptique. [équation (2.2) cst équivalente

. .

r . ir
ag‘—gfr =— gL
& a =
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On considére le champ
(2.4) I.'j_=aaif_,.

L JT e
v

Théoréme 4. (i) L'ensemble (F}, w;, & gi)) est une structure presque
de contact métrique elli plique ;

ity Fo=agy.

. R, : 1
k T

Démonsiration. (1) f‘}]'¢=ag'_gjv(—;gt'g2) = — gcg'g = — 3% 4 5t
Fig =0, Fine=0. FiFign =—-g 808 ngn = —£58%8n = (8—1&Mgp =gy —meny

(ll) I:l'zngE =ng‘L°gicgib=agf;.

q.e.d.

2°, Cas hyperbolique. L’équation (2.2) est équivalente 4
. 1 .
A58y = ~EY8yr
v a -

On considére le champ
'23) Pg_”{.’" ir-

Théoréme 5. (i) L'ecnsemble (Pj. 1, 5 gy) ost unc stricture  presque
de contact métrigue Iy perboliquc ;

fily Py=agy.

Démonstration. (i) PiP{=ag"gy -a—g’v‘ggg =g = 8 — w8, PiE =0,
Pine=0, PiPjg,=g"gielengr=gng¥ep={—3+n&)8p=—gy+nmy;

(i) P:,=P§g,,=agi’gsgg;r=ag:,.
- - W
q.ed.

§.3. Connexions compatibles aux structures Riemann généralisces
du type presque l-horsymplectique métrique. Définition 4. Une connexion
Linéaive T' est compatible & la structure Riemann généralisée ge=< (M) si
Tt k=0-
st . L. . s o

On remarque immédiatement que I' est compatible & g si et seule-
ment si:

(3.1) guye=0,  gux=0.

Théoréme 6. Si g<=s3(M) est wie structure Riemann généralisic du
tvpe presque \-horsymplectigue métrique ot T cst compatible a elle, alors

[3‘2) E.\Ek =0; TJI'!.I'=0, gﬂihﬂol g::\:,i ={.
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Démonstration. De (3.1) ¢t de la premiére relation (1.4), il résulte
gi,£5% =0. On réalise la contraction avec g ct on a Eh=p:E", oll on a noté
p:—n,E,fk. Mais la deuxiéme relation (1.4) et (3.1} conduisent 4 p; =0, c’est
3 dire Ee=0. A présent, de wi=gyg’ il résulte np=0. Par la suite, on
constate que g7z =0 et la premiére relation de (1.8) nous offre g,tgﬂ‘,,=0‘
On opére la contraction avec g# ct on obtient gif =%:£% ;. Compte tenu
de Efy = (g% =0, il résulte 7, =0 et g, =0. Clest-a-dire g,=0. q.ed.

Théoréme 7. Il existe des conmexions linéairves compalibles a la struc-
ture Riemann ginéralisée g du type presque 1-horsvmplectigue métrigue st
et senlement si g est presque 1-horsymplectique mélrique éliplique ou hy-

perboliguc. . ) .
Démonstration. On suppose qu’il existe I' compatible 4 la structure
g qui est du type presque 1-horsymplectique métrique. En dérivant (2.2) d'une

manicre covariante il résulte gi,dp/cx*=0. On opere la contraction de cette
égalité avec g et on a (1,-'2)3;1.&33:":0. 11 résulle p =constant.
Reciproguement. On a 4 considérer, les cas p=a*a >0, acsk) et
p=—aXa=0, ac k). )
1°. Cas elliptique. Lemme 1. Si I' est une connexton lindatre fixie sur
M et disiane la dévivée covariante par rapport d I, alors la conmexion
lindaire suivante

1 -
~[g%0k +ETS ik + I+ 2B — 2, +
(3.3) ) ¥
+E;hg.’i.£{k_g£f‘u'ﬁr:k ).
est compalible & la structure g du {xype presque |-horsymplectique métrigue
ellipligue.
En effet, on montre par un calcul direct que

(3.4 gk =0, gihi=0.

k

Nous appellerons la connexion I' donnée sur (3.3) la connexion Ka-
waguchi correspondante a I', compatible i la structure Riemann généralisée
du type presque I-horsymplectique métrique. élliptique,

2°. Cas hyperbolique. Lemme 2. Si I' est une conuexion linfaire
fixée sur M et ; note la dérivée covarianie par rapport a L', alors la connexion
lindaire suivante.

4 . 1
( ) I‘szf';‘k + qgr_hgﬂ:k +g{fr‘gr};k_P§P¢:k +2Qh7?1:k_2"?!£:3=+
35 - v

+ahgf_f_zrk _gr_h i fink |-
est compatible a la structure g du tvpe presque 1-horsymplectique métrique
hy perbolique
En effet, on montre par un calcul direct que {3.5) satisfait aux équa-
tions {3.4) pour cc cas ci.
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k

Nous appellerons la connexion I' donnée par (3.5) Ja connexion Ka-
waguchi correspondant a 1' compatible & Ia structure Riemann généralisée
du type presque 1 horsymplectique métrique hvperbolique,

Les lemmes | et 2 démontrent completement le théoréme 7. Q.ed.

$.4. Arbitraricté de la solution. 1°. Structure g du type presque 1-hor-
swhrplectiques éliptigue.

Définition 5. La connexion Kawaguchi (3.3). correspondante a la
connexion Ricmann-Christoffel du champ gy, s'appelle connexion canonique

de la structure g du tvpe presque I-horsymplectique métrigue el ptigue.

Proposition 1. La connexion canonigue I de la structure Riemann
gindralisée du type presque V-horsymplectigue mélrique élliplique présente
une des formes, équivalonies deux par denx :

0 C1 ! = » i
(1) IFk = {f.k} + “; .rngg\r(ilk +F;I'i",, + 38 0y — 39,80 ),

<

0g N h l -

(i) D= thd + 5 1808 +28% 0 — 830,
T T
(i) 17 = {i + E [1';I'£;k + 5“7;,:,_.-——2‘415_{';, l,

oft I} est donné par (2.4).

Si on applique une méthode de [7) [11], alors le corollaire | nous
permet d'affirmer : '

Théoréme 8. Youies les connexions lindaires compatibles a une sivue-
ture Riemann géndralisie du Lype presquwe 1-horsvin plectique métrique éllip-
tique sont données par la formule

k-0 =T (A (-0,

4
ot 1" ¢st la connexion canonique de la proposifion |, ¢f Y est un champ de
tensenrs du Ifype (1.2) arbitraive.
2%, Structure 7 du type presque I-horsymplectique métrique hyper-
bolique, Définition 6. La connexion Kawaguchi (3.3} correspondante a
{a connexion Riemann-Christoffel du champ gi;, s'appelle la counexion cano-

nique de la striicture g du type presque 1-horsymplectique métrique v perboligue,

Proposition 2. La connexion canonigue ' de la struclure Riemann
géniralisée du type presque 1-horsymplectique métrigue hyperbolique g pre-
sente une des formes, dquivalentes deuwx par deux

L 1 v

(1) Th=13+ 3 [gﬁ'gri:h— PP}y + 38— 38R,
I 1
(i) Th={)} + 3 [8'3gg;k+25hm;k - 7;E 0]

C 1 . S
(iii) Th = {&} - 3 (PiPN— Mg + 20,55 ],
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onn P4 est le champ de fenseurs donné par (2.5).
Théoréme 9. Toutes les connexions linaires compatibles a la struc-
ture Riemann ginéralisée du type presque 1-horsympllectique métrigue hy-
4

operbolique g sont données par la formule (4.1) oit I' estla connexion canonigue
de la proposition 2, et Y est un champ de tenseurs du type (1.2) arbitraire.
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A CHARACTERIZATION OF TRANSVERSALITY TO DISTRIBUTIONS
BY
DUMITRU MOTREANU

Fo the memory aof Professor Mendel Huimouivi

In this paper we introduce the notion of transversal mapping to a
regular distribution (subbundle of the tangent bundle} and we give a charac-
terization of this transversality in terms of the preimage of the distribution
by the tangent map.

All manifolds considered are finite dimensional paracompact and
smwoth. The distributions are alwavs smooth and regular (subbundles of
the tangent bundle). As usual, we shall denote by 7°,.X the tangent space
of the smooth manifold X at the point ve=X and by df, : T,X =T, Y the
differential of the smooth mapping f: X =Y at veX. Also if D 1s a distri-
bution on a manifold Y, then D, will denote the fiber of D over veY,

Definition 1. Lot X, Y be smeoth manifolds and let D be a distribulion
on Y. A smooth mapping {+ X =Y is sutd o be transversal to D (and we denote
faD) if for cach x =X we have

dfz(Tz-Y) + Dﬂ.IJ o Tf'fﬁ Y.

The concepts of transversality to a submanifold and to a foliation
are well known and are very important for the differential topology (see for
example [2]). We think that the notion of transversality to an arbitrary
distribution (not necessarily integrable) we have just defined could be also
of interest in view of the importance of the distributions for the differential
geometry. Certainly, if the distribution is integrable, Definition I reduces
to the transversality to the corresponding foliation.

Now we give some examples of transversal mappings to distributions.

Example 1. Let =: E-X be a vector bundle and let s: X —E be a
smooth section of E. Then shTF (L}, where TIF(E) is the vertical tangent
bundle (TF(E)=ker dx).

Example 2. Let G, H be Lie groups and let f: G —H be a homomorphism
of Lic groups. Let K bLe a connccted Lie subgroup of H and let D be the Lie
algebra of K. Then the following are equivalent :

(i) fdD (here D is considered as a distribution on H};

(i) fhK ;

(iii) /4K at thc unity of G.

Ezxample 3. Let D be the distribution on R? generated by the vector
fields dféxt and (¢/dx?) + (cxp ¥1)(9[/dx") which is clearly not integrable
(sce [3], p. 195). The mapping f: K- R? defined by f(¢) =(0, ¢, 0) is trans-
versal to [,



