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A*-STRUCTURES DIFFERENTIABLES SUR UNE VARIETE

PAR
ELENA MACOVEIL

La précision de la notion de distribution différentiable par C. Che-
valley [3] ct ledéveloppement dela théoric des systémes Plaff initide par
E. Cartan [2] permit de fondamen®cr la géométrie différenticlle des va-
riétés qui posstdent des structures différentiables définies par un systéme
de distributions (A. P. Sirocov [11]).

Cette Note contient I'élude des propriéiés globales des structures
différentiables définies par une paire de distributions différentiables, non
complémentaires A*(e=1,2) nommées A-siructires différentiables [71.

§ 1. A-structures différentiables sur une varisté. Soit M une variété
différentiabie de classe €= et de dimension #, sur larquelle  zont données
globalement deux distiil utions difiérentiables :

(1.1 A v e =2 T M, Yyell ;n,= dim A% I, <.

Supposons l'existence des distributions A%(2=1,2) et considérons les distri-
butions canoniques wssocides :

K:iveM-R, A nAf € T, Vied ; 0gv=dim K,<
(1.2) < min (n,,12,)
Arrel A AL+ AT A, Yysll: 2= dim A,<n.

Nous nous propesons d'éludier la structure géemétrique (M, A*) dans
I'hypothése : Al 4 A2 T,0, Yy SM(n,+n,<n) ct qui s'appelera A® -struc-
ture réelle sur M. Nous nous occupons des A%-structures réelles stivantes

Définition 1.1. On appelle Af -structure véclle sur M une paire de disiri.

~ butions différentiables A* pour lesyuclles !'inlersecticn K est wne distributioy

el dim Al + dim Af — dim K, <n, YzelM.

Définition 1.2, On appelle AZ <structure véelle sur M wnc paire de distri-
butions A% pour lesjuelles 20 A2={0), e dim A} + dim A <u, YreM,

Définition 1.3. Ou appellc Ar-structure véelle sur M une patre de distri-
butions A* o A' est invelutive ef pour lesquelles A1nd; =AL dim Al<n,
Vx=A.

Les Ag-structures représentent les cas gérériques, c’cst pourquoi nous
étudierons complétement tous les problémes de- geéométrie différentielle
pour ces structures. Ces résultats sont valables pour Ies structures subordon-
nées A3 ot A%

Le groupe d'automorphismes de T,M qui conserve les sous-espaces
linéaires K., A7, AZ (donc, les distributions K, A!, Az qui définissent une



iy ELENA MACOCVBI 2

Af-structure) scra noté par G g ct respectivement par Gax. G x est isomorphe
a(xlve;: le groupe multiplicatif des matrices réelles, carrées, non singuliéres,
e forme :

A0 00
A, A, 0 0
A0 A 0

.Au Ag /13 “19

A, €GL(«, R}, A, eGL(n,—=, R), A;€GL(n,~», R)
(1.3) AdoeGL(n—n,—n,+x, R}, 4, Hom (I*, Rx)
A,eHom (K<, R**) A, eHom (R*, Rr—m—nx),
A? = Hom (l\ml-—x, _Rn-nl-—ﬂr'rk), AB = ]_[Om (]\M,—x, \)n—n,—-n +x)
et on montre qu'il est un sous-groupe ferm¢ du groupe GL(n, R) [6].

Du point de vue local, les distributions d’unc Af-structure peuvent
étre définics de deux maniéres équivalentes : a Vaide d'un systéme de champs
de vecteurs ou a l'aide d'un svstéme de formes différenticlles [4]. Ainsi,
nous avons:

(K) défini par » champs de vecteurs linéairement indépendants (X,)
(Isug -/.)_,
(A*) défini par g champs de vecteurs linéairement indépendants
(Xys Xjo) (21 fagita, x=12),
(A) défint par (n,+»n.—=x) champs de vecteurs linéairement indépendants
\(Xu:Xi._’ .‘XJ!)’ - .
a condition que ’(}‘xu),, (Xu» X {(Xu, X, Xj): soient des bases pour
les sous-espaces llnf:alres : R,, A%, A, D’une maniére duale, les distributions
K, Az, A sont définies par les systémes Pfaff :
(K):oh=wh=ot =0 (2+1<j, <y, a=12; ntn,—x+1<psn)
(A?) : 0 =" =0(a#f,; «, B=1,2),
(A):e®* =0
4 condition que (wf', l, ab}, (3, ©%), (w}) solent linéairement indépendants
en chaque point x=M.

On considére les ensembles de champs de vecteurs définis localement

sur M, la propriété :

XeW(K)yeX, €K, Vxedom X ; dom XcUcM
(1.4) Xe@(A")«=X, A2, Yye dom X ; U ouvert

Xe@A)=X, €A, Vxedom X

et dune maniére duale, les ensembles des formes différentielles définies
localement sur M, par:

weI(K) @u(X,,.... X,)=0, VX,,..., X eWV(K),
(1.5) wel(A)eu(X,,..., X)) =0, ¥X,,.., X,<=@(4%),
wel(A)ysa(X,,.., X,)=0, YX,.., X, =@().

Qn peut démontrer que W(K), W (A%), W(A)} sont des F-modules (I'(M) est
lalgébre des fonctions differentiables définics, sur les ouverts de M) et

=T
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I{K), I{A%), I{A) sont des idéaux dans l'algébre des formes différenticlles
définies localement sur M.
Si K= sont les distributions supplémentaires de K en A%, et AL est une
distribution différenticlle arbitraire avec la propri¢té: T M =A@ Al{dimat =
_constant, Y& €M) alors, pour chague choix de AL on a les des compositions
suivantes :
T, AM=A,0AL, VYxeldl,

(1.6) At= K. @KHdim Ki=n,—x), Yxei,

T.M=K.®K!®K:®AL, V. =M,

En tenant compte des décompositions (1.6} si {e{x)) (1<ign) est une
base de l'espase linéaire tangent T.M avee ¢ (x) K., ¢ (¥} €43, ey (v)=Ad
et si{f4{x)) =(f(x)), f:(x), 7+ x), f*{x)est une base duale (fi(e;) = 83), alors tout
X(x)eT,M ct respectivement o;(x) €T M admettent des décompositions
de la forme:

X () = X(x)e, (¥)+ X (x)es ()4 Xi(x)es () + X4(x) ealx), Vo €M
(1.7) a(x)=au(3)f* (1)-+oy, (1)fF () Feul0)fr() +o, (x)fH(). VxeM

(1€u<x; x+H1<jatae, 0=1,2; #ybng—ntI<p<n)

En géneral, un champ de tenscurs 7' =Df (M) admet une décom-
position du type suivant:

T‘_ T u--.j;..-jg.-.[l...-
vodidy ety @00, @6, 8u ®. fY ®. @ fr®. fr

§ 2. Théorimes de caract/risation pour les Az-structures réelles.
Dans ce qui suit nous allons démontrer des théorémes de caractérisation
pour les A%-siructures réclles sur une variéié; ceux-ci ont ¢t¢ démonstrés
en utilisant quelques résultats de la théoric générale des G-structures et de
fa théoric des cspace fibrés (ic théoréme de réduction de groupe siructural
[1], le théoréme ™ d'existence des sections globales dans les fibrés principaux
'5] et le théoréme sur l'interscction des sous-fibrés fermés [8)). Dans cc
sens nous prouverons qu'une A%-structure sur 3 est une Gye-structure.

Nous supposons que la variété A/ possédc unc Ag-structure réelle
définie par les distributions (A%)=(A?, A%). Celte hypothésc implique Vexis-
tence d'un atlas de trivialisation, of ={h={U, c,}} pour lc fibré principal
des repéres linéaires E(M). Sur chaque ouvert U on donne une basc locale
(X{x)) de lespace linéaire tangent T, avec la propriété suivante : %
champs de vecteurs lindaircment indépendants, Xu(x). appartiennent
au sous-espace K, #m,—» chemps de vecteurs, X (x), appartienncnt
aux-espaces A% (@=1,2) et (X,, X ), cst unc base locale pour Af. Ce systéme
(X., X,.X;) est complété par w—u,—n,+» champs de vecteurs arbi-
traires, Xu (v), tels que (X, Xj, X, X,)x soit un systeme linéairement
indépendant en chaque point.

Définition 2.1. Une base locale de Uespace lincaire tangent T M(X (x))=
=(Xu(x), X;(x). X, (x), Xy (%)) avec la propriété:

(21) X“(x) EK:: Xla.(x) EA: ; (Xu (x)' ‘Yfa (x))
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Sont linéairement independanies pour YxeUac M, s'uppelle base locale
ada ptée 4 Af-structure constddrée.

Tout repére lindaire (x, Xy(x)) est ROMRE repiie adaplé powr une A-
striectire s (Xo(x}) est unc basc locale adapidc.

Les homécmorphismes de trivialisation o, sont définis par

(2.2) ori @ ) SURGa—=(x, o] XYL (1<, j<n)

ot (v, Ay(v)) est un repére adapté. En outre, pour deus cuverts {5, U
avec Un U’ @, les fonelions de trausition sont définies par : g(x) =5z =, |
Yae=UnU’ et prennent des valeurs dans e groupe Gr. Latlas of = i
={U,qu)} avee py donndes par (2.2) sappelic atlas admissible pour la A*-strue

ture donnce sur 3. On peut montrer que e est un atlas structural maxinal
du fibré principal des repéres Hnéaires EQM.GL(n. RY)=E(M). On note
i projeciion canonique par: = [(AN) -+ {10].

Théorime 2.1. L'enscmble des repéres adaplés a wne Ne-striucture donnde
swr M, notde par (M, Gaw} ast wn sous fibré privcipal du fibré des repéres
E(AM).

Le groupe Gaz isomorphe au groupe multiplicatif des matvices réclies
carrées, non singuliéres cst un sous-groupe Lie fermé de GL (i, R}(6]. Alors
Vensemble £ (M, G a)<c E(M) admet o structure différentielle de  sous-
variété avec la propriété que =, : £, -7 co.ncide avee la restriction f g1,
qui est une application surjective.

Dans ces condidons il existe un recouvrement ouvert {U} de M avec
la propriét¢ suivante : sur chaque ouvert U on définit une section Iocale en
E(M), s: x = U1 (M, Gyx), < E(M) et pour (v, X,(x))=E (M, Gyz) il v a
¢ €Gag, telle que Xi{x)=s(x) ¢. Donc, pour chaque x=U < Af,le fibre en x
pour E,(3M, Gax) est un ensemble de repéres sur lesquels agit le groupe Gz
simplement transitif par translation 4 droite (la restriction des translations
a droite, définies par ¢ €Gau sur E(M)). Si P'on considére une autre section
locale, s': x=U'—s'(x) €F,(M,Gaa), alors, sur UnU'# @, on trouve un
repére adapté de I\ (M, Gya) parce que ¢’est un autre ¢ément de £, obtenu
de s & I'aide d'un certain élément ¢ €Gyz. Alors, on vérific que:

(mros) (v, Xy(a))=n, VX (v)eE (M, Gy,), VvelUcsM et =, 0s5=id,,.
D’aprés un théorime de la {héorie des G structures (1], il résulte que F,
(M, Gaz) est un sous-{ibré principal de E(M,GL{n, R, ).

Remarque. On peut démontrer que E, (M, Gax, =) est un sovs-fibré
ferme de E(M,GL{(n, R), =) a i'aide du théoréme ¢’existence des scctions
globales dans les fibrés principaux [5]. Dansce qui suit, pour la méme
démonstration nous allons utiliser Ia proposition suivante relative & linter-
section de sous-fibrés principaux fermés

Proposition 2.1. [8]. Seit P(M,G) wun fibré principal ot (M, G)),
Po(M,Gy) dewx sous-fibrés fermés de P(M, G) lels que Gon Gy soit un sous-
groupe Lic de G. L'interscction PP, cst un sous-fibyé principal de I, si
el seuleient si: =(\nP,)=M.

Théoréme 2.2, Unc A*structure réclle sur M est une G-structure avee
groupe structural Gae.

Supposons donnée sur M anc A*-structure réelle définic par une paire
de distributions différentizbles A*. Alors, chaque distribution A* définit
un sous-fibré principal Byz de E(M) ayant comme groupe structural Gz =
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o=l «CL(n, K) s cfx =05 1<ijen; 1ei <, : nat 1< S

1
o |,2;.

Sioon applique Ia propasition 2.1 & ces sous-fibrés principaus on obticnt
la condition suivante : #yn Bae est un sous-libré principal de (MY sioet
sculement s leurs fibres locales cn chague point Je 3/ ont Pinterseation
non vide.

Si M oest munie dune AM-structare réelk (d¢finition L) alors, la
padre de distributions A% satisfait & lo condition = dim Alnaz .::01151;£m
Yyeld] Le groupe GuonGa: ost s morplie & un groupe de matrices (.‘Z?.I‘I'(:‘(‘.;
non singulicres qui conservent les sots-espaces linéaires : Al AL K, de 1M
et comeide avee le groupe Gy défing par (1.3). Les structures Ly ont la pro-
prieté que leurs fibres locales ont I'intersection non vide duns chaque point
de M oet, alors, Ban Bas est une & g-siructitre sur 1/ qui concide avee la
Af-structure donndée.

§ 3. L'intégrabilite des A*-struclures. La noiion d'intégrabilisé pour
les A%-structures réclles sera caractérisée a Paide de Iintégrabilité des distri-
butions AL A2 et qussi de quelques objots géométriques associds,

Difinition 3.1. Une A -structure réetic sur Lo variélé A définie par la
paire des distitbutions N3 {2==1,2) est intéarabic si les distributions de la struc-
fure: K, AY, A% sont inidgrabiecs.

Théorime 3.1, Une A*-sivucture réelle sur la varisté 31 est Dldégrable sq
el seulcinent  si les Foanodules @(K), {5 sonl des alodbics fie local s,

Daprés la théoréme de Frobenius, appliqué au systéme de distribu-
tions (I, A%, A% données sur 3, il résuite que fes Finodules TNK), @{A3)
sont des algebres Lic focales [4] si et seulemnent si, V.\, Y e@(K) ct VX,
Y e@(A%) nous avons [N, Y]€@(K) et [.X, ¥ S (A%). Si l'on considére
une base localeadaptée (X, (x)) pour T, M i A N Clv)XNin), [X,X,. 1,

Clie (VX0 [X,, Nnale=Crax (¥)X,(%), on trouve les conditions nécju-a-
saires ot suffisantes alin que @D(K), @(A%) sovent des algebres Lie localus-
exprimées par :

Cota)=Ci (5)=C2 (x) =Cliy ()=CJ,_ (x)=Cls, (x)=0,

117y 1’:’:
YyelUc<l,
(] LU, VL% :'-'!'Igjr:r lao hz\/‘:”a ; a?"‘?’- x, le;z B P

+1<Agx).
L'objet géométrique défini par w=(<h) :

i ,.' 1 3 ! : 3 ? 1. 1
~imT - P £ R N -~ el
i C wrt Vup (”un v Cu::’ Wiy C'u.,'jt S Cj;ilz
(3.2) A oo
Vg = “1zha + O 0

pour les antres indices, so transforme d'aprés Ia loi tensorielle par rapport
aux changements des bases locales , adaptées & T 51,

Constquence 3.1. Uic A*-structure réelle sur M est mtégrable si ef
seuloment si, U'objet géoméivique < a les conmposantes identiguement nulles en
chaque point de la varidté.
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Nous donnerons d’une maniére duale, des caractérisations pour l'inté-
grabilité des A*-structures réelles dans le language des formes différentielles .
Si{Xy), este unc basc adaptée de Pespace linéaire tangent, alors, le systéme
de formes linéaires indépendantes (07),=(0%, 0, 05, (%), avec la propriété
0! (X})=38j, définit un corcpére adapté. Les distributions de la structure
sont définies par les systémes d’équations Pfaff : (K)04 04 04 =0, (A%)05-
=0* =0 (2#£p ; «, B=1,2). L’'intégrabilité des distributions K, A? est caracté-
riséc par la propriété: (K)d0h=d0h=d0=0 (mod 04, 07 (4}, (A7) J02
=d0* =0 (mod 67, 0#). Si lon considére les différenticlles exterieures
A0 =TVi 0/ 0% par rapport & un corepére adapté, on a :

di*=0'p =
i, lu . it e 5 A I l ri “ hy
d 0" Arl+0"Ann+0 f\f:z—l-i W 67 A 087,

. . . ) | -
d0"=0" =+ 0 A =R+ O Aml = Wh 0° A0,
(3.3) 2

T ;1.11,-3‘, 0" A 07 TVE, 0% A O+, 0% A 07+
| o Lovu oh, phe
N 51 Wi O 001, 07 4 04— 1,07 60

Théoréme 3.2, [Tne A-structure reélle sur M est intégrable si el seulement
st, pour tout corcpére adaplé (0v, 01, O, (%) on a les conditions: dOh=d§h =
=d0¢=0 (mod I{K)}) ¢t dO#F=40»=0 (mod I{A%)).

Les coefficients " des équations (3.3) se transforment selon Ia loi
tensoriclle aux changements de corepéres adaptés de T.M et définissent,
d'aprés G. Vrinceanu [12], les tenseurs d'intégrabilité des distribu-
tions de la structure:

|
= | o Wik, = Wi, = W o#8; o, p=12
’ (2 2 2 ) piap
(49 1 1 1 1
& L] - r ik -
TA“=(E Wh W, S W W W, W i;»,)
Définition 3.2, Le tensenr v=(}) défini par:
o Wi, <l =Wh,, =W, <, =15,
= Wi =W, S=1, < =W,
(3.5)

P 33 13 1 e,
o= W Tin,=Wia, tha, =W, ;
=0 pour les autres indiccs,

s‘appelle le tenseur de structure d'une A*-structure véelle

Théoréme 3.3. Une A*-structure réelle sur M est intégrable si et seulement
5t, lg tenseur de structure < est nul sur M. La démonstration présente jas
des difficultds.

[ -
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Conséquence 3.2. Une A*-structure réelle sur M st intéerable si of scule-
ment si, (M, A%) est une varidld feuillelée.

§ 4. A=-conmexions. Supposons quc la variété A7 est munic d'une A2
structure réclle définic par une paire de distributions (A, A?) ¢t nous nous
proposons de déterminer la famille des connexions linéiirces assocides a
cette structure.

Définition 4.1. Une connexion infinilésimalle 1 sur le fibré principal
des vepéres adaptés E (M, GL%) s'appelic A -connexion sur la varicté M wamie
d'une A%-structure [10].

Pour déterminer I'expression locale d'une A*-connexion on considere
un recouvrement ouvert {U} de la variéié¢ M avee la propriété que chaque
ouvert U est muni d'unc section locale du {ibré principal des reperes adapics
E (M. G4%). Une A*-connexion [ est donnée localement par la matrice pfaf-
fienne de connexion wy =|lwilly 0t @y est définie sur M et prend des valeurs
dans Talzebre Lie du groupe ¢,*. Les éléments de [loily sont des formes
linéaires locales et nous avons pour oy, la matrice :

ot 0 00 1<, j=n
(4.1) @) cof.-] g 0 Igu, vgx
' wr 0 w0 24 1< 0, l<aa(a=1,2)

A A x A
oGy @ @) Gy Myt ns—un-- 1€, ugn

Les éléments de la matrice de connexion s'cxpriment par :
(4.2) @)= T35 0% 4- Ty, 00 - T, G- T, 00

Une A*-connexion sur M d'aprés la définition 4.1, est une connexion
mnfinitésimale sur E,(M,G e} ct détermine canoniquement une connexion
linéairc L représentéc par la matrice de connexion m=|=¥. La connexion
lin¢aire L peut s'identifier 4 une A2-connexion I donnée sur M si et scule-
ment si, la matrice pfaffienne de connexion = satisfait aux conditions :

(4.3) P IO S S O

A la A®-conncxion I' sur M on peut associer le tenseur de courbure
et le tenseur de torsion, on peut écrire les équations de structure de E. Cartan
ct les identités de Bianchi car IM est unc loi de dérivation dans le fibré tangent
(M) [6].

Définition 4.2, Une distribution D sur M est paralléle par rapport G une
connexion binéaire L siles vectenrs de D transportés paralllement parl dounent
des vecleurs qui apparticnnent ¢ D[9].

Difinition 4.3. Une connexion linédaire L(LL) st compatible ¢ une
Axslyncture réelle sur M siles distributions des struclure : K, At, Az sont parai-
les par vapport a L.

Les dérivées covariantes des vecteurs d'un repére adapté par rapport
o une connexion linéaire L, s’expriment par ;



76 ELENA MACOVET 3
AXi= 3‘:}‘+ LuXy,

(4.4) AKX, =%§;+L§’,u h
A, Xj, ="%{’+ 14X

La connexion lin¢aire L(L}}) est compatible avec une A%*-structure sur M
si et sculement si nous avons:

Lui(%) =L x) = Lia(x) = Lys(x) = Ly (x) = Lip() = L2 () =0,
(4.5) VeeM(I<is<n, Isusz; «+1<ly ; JaSi,, a=1,2
Myt =l ugn)

En utilisant la définition 4.3 ¢t Ios relations {(4.4) ¢t (4.5) on pcut dé-
montrer sous  difficultds -

Théorime 4.1. Une connexion lindaire L sur une varield M omnnic d'une
Ar-structure s'identificd wne N-connevion, si el seulement si, elle est compatible
a la Ar-structure donnde.

Théoréme 4.2. La connexion symmilrijue, associéc a wune connexion
linéaire L compalible G wne A*-struciure sur A est com putible & cette struciure
8t ct sculement si les distributions W, A*(z = 1,2} sont involutives.

Théoréme 4.3. Unc A-siructure.réctle sur M cst tntégrable si et sculement
st, il y a wie connexion linéaire ob symmelriyuc compalible & colte structyre.
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ON THE FIRST STRAIN-GRADIENT THEORY OF ELASTODYNAMICS
BY
D. IESAN

To Profecsar Adolf Haimozici on the occasion of his 70-th birthday

1. Introduction. The elastic cncrgy density of non-simple bodies
depends on the derivatives of the displacement vector up to the n-th order,
n =1 (sce e.g. 71]). In the case that ¥ =2, we speak of the first strain-gra-
dient theory. For detailed analysis of this case sec (2,3,

This paper is concerned with the boundas v-initial-value problem in
the first strain-gradient theory. Using the mcthod established in 4, 5],
in the first part of the paper we derive the reciprocal theorem and a varia-
tional theorem of Gurtin type. Variational theorems in the stalic case
were established in [3]0 In the second part of the paper we establish two
complete solutions of the field equations for isotropic solids and derive
the fundamental soletion in the case of steady vibrations.

2. Preliminaries. We refer the motion of the continuum to a fixed
system of rectangular Cartesian axes Ox{i=1, 2, 3). We shall employ the
usual summation and differentiation conventions: Latin subscripts are
understood to range over the integers (1, 2.3), summation over repeated
subscripts is implied and subscripis preceded by a comma denote partial
differentiation with respect to the corresponding Cartesian coordinate. A
superposed dot denotes pariial derivation with respect 1o time /. We assume
that the body occupies a bounded region B with Lipschitz boundarv 2B
which consists of 2 finitc number of smooth surfaces. Let ve be intersections
of two adjointed smooth surfaces and 'y Ya-

Let =10,¢,) or [0, ), and let # and v be scalar fields on Bx T that
are continuous in time. We denote by w--2 the convolution of # and v

1
fto){x, t) = S u(x, f—1)u(x, v)dx.

The basic cquations in the lincar theory of anisofropic elastic solids
are [2]:

— the equations of motion
(2.1) T st Fe=gily,

the constitutive equations

(22) TlJ=AUr.vcrx+Binar‘/-;qr »
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