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REMARQUES SUR LES POINTS FIXES COMMUNS
POUR DES PAIRES DE FONCTIONS ET DE FONCTIGNS
MULTIVOQUES CONTRACTIVES

PAR
NICOLETA NEGOESCU

Le probléme des points fixes pour des fonctions g-contractives pour
un scul opérateur sur des espaces métriques complets a été abordé pour la
premiére fois cn 1969 par Boyd et Wong [10] et le résultat principal
a été inclus dans lc livre de ILA. Rus [7].

Le probléme des applicalions g-contractives pour deux opératcurs dé-
finis sur des espaces métriques complcts a é#té traité par Hussain et
Sehgal [1] en 1975 ¢t a été continué pour des fonctions multivoques
par AL. Sharma [9] en 1979,

Dans cette note nouns nous occupons des points fixes communs a deux
opérateurs définis sur des espaces métriques pour les p-contractions, o nous
avons remplacé la condition de complétitude des espaces métriques par
des conditions suggérées par une note de K. I'séki [3] et nous avons géné-
ralisé ce problémc pour les applications multivoques.

§ 1. Soit (X,d) un cspace métrique et T, T, : X X qui satisfont &
Vinégalit¢ :

(1) d(T, x, Tavy<old(x, T1x), d(y, T2}, d(x, Tay), d(y, Tyx), d(x, 3))

o

pour tous x, yEX, ot g1 R%— R+ et soit (x,) la suite construlte de la mani-
ére suivante : soit £ =X un point arbitrairc ¢t x;=T,§, x,=Tsx,, ..., X3a =
=T\ Xonz, Fan =1 68551, cores On notc d, =d{xy, ¥p+,) pour tous nEN.

Proposition 1.1. Si T,, T.: X— X satisfont & la condition (1), ot ¢:
: Ry — Ry est une fonclion non docrozssantc en chaque vartable, alors on a les
1mgahfcs

(2) dors1 € o{day, daxtr, Ao F ey, 0, day)et
(3) dapre€ @ dopte, daptr, O, daxsr + degvs, daxer)
Démonstration. Soit :
dopsr = A(Xopry, Xapre) =d(T 1, Toxmen)<o(d(xar, Tixa), d{xaw, ToXan),

d(\zrn Tyxars 1) d( Nap+1, ‘ﬁu) dixg, Xt ))=<~ ( ( 2k -‘\:ku). dixag+r, xarsﬂ),
(X, Vaptr) + HXapr18ann2), 0, d(Xop, Yort1)), c’ st 4 dire on a (2).

De la méme manicére on obtient (3).
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On note (8 =o(t, 1, 2,0, ) et out) =o(f,1,0,2¢, 1),

Proposition 1.2. $; 7', T, No X satisfont 4 'inégalité (1} on @ est
une fonction nondécroissante cn chaque variable of s oi{t) <1, o.(t) <t, pour
tous ¢ =0, alors la suit: (da) est décroissante.

Démonstration. En supposant qu'il existerait k>k, ke tel que
Ao <dy4q, alors de I'inégalité (2), en employant e fait que @ cst monotone,
on aura :

(4) daxr< f?(dz;.-h, dop+1, 2d o4y, 0, du—h) <dy+1,
¢¢ qui est unc contradiction. Donc dox> dyps ).

De la méme maniére, on supposant qu'il existerait k<N tel que iy <
<dae+s, de l'inégalité (3) on aura :

(5) dak+z~‘§ Q(dzkﬂ. dzﬁz, 0, 2dﬂ.-+z, d2k+2) <d2k+2-

¢e qui montre que dax+12 dog+,. Donc (dn) cst décroissante.

Proposition 1.3. Si dans les condilions de la  Proposition 1.2 @y On
P2 5t continue & droite pour fous t>0, alors la swite (da) est convergente
@ 0.

Démonstration. La suite (ds) cst décroissante et minorée par 0 car
dy sont des distances ; il suit qu’elle est convergente. Soit = lim ds. Evidem-

H— @

ment 420, En suppossant >0, il suit, en faisant n-oo dans I'inégalité

(4) et en employant Ia continuité 4 droite de la fonction ?1 pour tous >0,

que : d<lim oy(du,)< 9,(d) =¢(d,d,2d,0,d) <d, ce qui est une contradiction.
kom

Si g, cst continue A droite pour tous ¢>0 on obticnt, en faisant
i1 00 dans (3),

ASHN 0u(duir) < 9u(d) = o(d, d, 0, 24, d) <d,
k= o0

ce qui est aussi une contradiction. Donc d=0,

Théoréme 1.1. Soif (X, d) un espace métrigue et T,, Ty Xo» X'\ deux
opératenrs Si :

(1) T\, T, satisfont a Uinegalité (1) pour tous Y yEX, 00 9: R R, est
une fonction non décroissante en chaque variable qui a les Propriéiés ; oy(t) =
=0(2, ¢, 24,0, ) <t, e:(t) =, 1,0, 24, ) <t, Pa{l) =0(0,1, 1,0, 0) <t, o,(f) =
=2(0,0,¢,¢,t) <t ef une des fonctions o, et o, est continne & droite pour >0,
(3} Ty est un opératenr continu dans un point x,< X,

(i71) 1l existe un point E€ X tel que la suite (%), construite an commencement
de la note, a une suite partielle ou une sous-suite (xemi) convergente a x,, alors

Xg est le point fixe commun unigue pour les opérateurs Ty et T,.
Démonstration. Soit la suite partielte (xam’_) de (x,) qui converge 2

%,. Supposons que x, n’est pas un point fixe de 7T, donc d(x,, Tyxy) > 0,
Alors il existe un nombre & >0 qui peut étre fixé tel que:

(6) O<e< % d(%e, Tyxs).

————
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Pour cet e il existe un nombre cntier ¢, tel que

(7) d{%am,, %o) <€, d(T1%2m,, T1%,) <€, pour tous iz1,, de

(i7d) et (i1). Donc pour iz7,on a: — ‘
d(l'o. Tlxo)sd(-"o, —‘-'em‘) +d(3‘-.:m, : T:-”fzm,) +d( -rv\'zm, , F1-\o)-

En employant les inégalités (6) ct (7) il suit :
d(Xem, , ThXom) 2 d(x0, T1x¥o) —d(x0, Yim,) AT 1%am; , Tixo) >3e—e~

e=c¢, cest & dire:
(8) d{%om, , T1%2m) >€ pour tous 1217,

De la proposition 1.3 dy— 0 ct en particulier dom;~ 0. pe {8) il suit que dm‘)>
¢ pour tous iz 1, ct de lim d.,, =0, donc il existe ¢, tel que pour tout 21,

L )

i 5 . . .
dz <€ AIO!'S pOur tOuS f: - mﬂx{'ﬂo, 1 } 11 Slllt £ <fi me < €, ceC qul CSt unec
mg e 1 2my

contradiction, et montre gue l’hypothésctla d{x,, T;At:[,)itl)mei‘itt ff?}(lisgect}:ionc

o, Tixa) =0, c'est & dire xo= 111, et donc x, est u s :
sl {)(IJTJOI? démontrer que x.,o cst aussi un point fixe de l'opérateur T, on
suppose que d(x,, T2%,)>0. Alors on a:

d( %o, Toto) =d(T %0, Taxa}<@(d (%0, Tixa), d(xo, T}, d{xa, Toxa),
d(xo' Tlxﬂ)l d(xo' xﬂ)) :=‘Q(0' d(xo, Tgxo), d(xgv szﬂ)x O) 0) <
<d(.l‘o, szﬂ)l

= = . _ iy N L , ce
ce qui est aussi une contradiction et donc d(x,, ngo)’—O (t)lirlf’unli:'gitoé i
ui signifie que x, est un point fixe pour T.,. P’our (}@}tlontr e e int
qoint fixe commun, nous supyosons que yoeX, Yot X, ‘cs l:iltians n pont
Fixe commun pour les opérateurs 7', et T,. Alors dans les (,ptn( e
réme on obtient:la contradiction d(x?3'0)5§§1‘0, 3{.,). r}ilqﬂlol que Xo=21,
i ¢ 1 . vst u o )
int fixe commun des opérateurs T, et T, ¢ _—
o Remargque 1.1, La condition o(t) =9¢(, ¢, ¢, £, ¢) <{, pour tous ¢ >01mp
les conditions g,(¢) <f et . (¢) <t ) .
e Du théorémc?l’Fl on obtient les résultats suivants : % s
Théoréme 1.2. Soif (X, d} un espacq métn’quc’ ;t ’Tl,-ii',a.‘ 1—+ TI e)<
opérateurs, T, continu en x,eX, qui satzs,jfont a luwgutufot (El; tdz.} ;e
Sad(x, ¥) 'pour tous 2, ys X o 0<a<]. 5% exisie ’u‘n‘pozn E,‘ ! s-z?ite
u - s O S '='1 212?;:_1:1,:;;1. -an'Que pour
partielle (xXam ) convergente @ x,, alors x, est point fixe cos
i
T, e T, . . |
I Théoréme 1.3. Soit (X, d) une espace métrique et T, Ty X X deux
opiratenrs. 5

(1) d(Tyx, Tay)<ad(x, Tix) +8d(y, Toy) +y[d{x, Toy) +d(y, Tix)] +8d(x, y)
pour fous x, v X, on a, B, v, 320 et a+3+2y +3 <1,
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(5} Ty est continu dans un point X eX,

(#%5) oL existe un point E< X tel que la suite (%n) @ une suite partielle (x,m)

convergente 4 xo, alors x, est le point fixe unigue commun pour les opérateurs
Tll TI‘
_ Démonstration. Pour démontrer cc théoréme, il faut démontrer que
'inégalité (7) de ce théoréme est un cas particulier de I'inégalité (1).
En cffct, en prenant ol s, Uy, 2y, &) = af) +Bts+y(ly+24,) + 84, on a:
Pulf) =9(4,2, 2, 0,8) = (o + B + 2y + 8} <, eulf) =0{1,£, 0,20, 8) =
=(a+B+2y+8)<i,
P(8) =9(0,£,4,0,0) =(B+v)t <, 0,(t) =9(0,0, £, ¢, £) = (2y + 8)t <.
Remarque 1.2, Un cas particulier du théoréme 1.3 est le résultat de
K.Iséki [3]) qui s’énonce ainsi :
Théoréme 1.4. Soif (X, d) un espace métrigue et T), Ty: X X deux
opérateurs. Si :
(‘) d(‘Tlx' T2y)$ B[d(xs Tlx) +d(y’ Tz}‘)] +~I’[d(xs Te}) +d(_’)" Tlx)] +°(d('t’ .)')
pourtous x,y<Xaveca, B, y20 et « +2p8 +2y <1
(¢1) T, est continu dans un point x,= X,

(#15) 4l existe un point E€ X tel gue la sutle (x,) a une suite partielle (%2mi)

convergenle & x,, alors x, est le point fixe commun wnigue des opératenrs T,
et T,.

Remarque 1.3. Nous pouvons obtenir des théorémes analogues avec
les théorémes 1.1, 1.2, 1.3, 1.4 en considérant que (x,) a unec suite partielle
(%sm,+1) convergente 3 x,=X et l'opérateur T, est continu en x,.

Une autre conséquence du théoréme 1.1 est :

Théoréme 1.5. Sost (X, d) un espace métrique et T : X— X un opératenr.
Si:
(£) linégalité (1) est satisfaite powr T.=T,=T,
(#) T est continu dans un poini x,<X,

(533) 1l existe un point E€X tel que la suite {(%a) a une suite particlle (%m,)
convergente @ Xy, alors x, est point fixe unique pour lopérateur T.

§ 2. Soit (X, d) un espace métrique. On note D(x, A)y=inf{d(x, y):
ty <A} et Cpt(X) la famille des sousensembles nonvides, compactes de X.

Pour 4, BeCpt(X) on définit H(A, B)=max(sugD(x, B), supBD(yl
A4)),H est la métrique Hausdorff-Pompeiu induite par dxiur Cpt(X). ﬁfors on
a les propositions suivantes :

Proposition 2.1. Si A, BeCpt(X) et x<A alors D(x, B)<H(A, B).

Proposition 2.2. (v. SB. Nadler Jr. [5]). 87 A, BeCpt(X) alors
pour tout a <A 1l exisle b= B tel que d(a, b)<H(A, B).
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Soit (X. d) un espace métrique et Ty, 7, 0 X Cpt(X) deux opéra-
teurs qui satisfont & Pinégalité:

(9) H(Tx, Toy)<o{D(x, Tox), D(y, Tey), D(x, Tev) Dy, Ta), d(x, 3)),

pour tous 1, ¥&.X, ot ¢ A% Ri ct la suite (y,) construite de la 1}1‘mncrc
3 Ay ) e I Lo Cmoepy 3 e P vy,
sutvante : soit £=X arbitraire ¢t v, &1 ,c,,t Y.€1 2_\\,-, Seion i e
am e Tors : (ot r tous n =N,
=T v, ... On note d,=d(x, Va+1) pou ; R \
1> i’zrt)i;‘oéition 2.3. 5S¢ T?, T.: X Cpt(N) salisfont @ Uinégalité (9), ot
3 : 15 sen chague variable, alors on a les Tncgalites:
o est une fonction nondc croissante en chuq

([0) d;mg 5?(({2"‘ d'.!n 1, 0, d-_gn 1+dzm d-’n !)'
{1 l) d':nﬂs.(?(dzm dansr, don d 2+, 0, d‘-”')'

Dénonstration. Pour tout point J'ICY’}‘Evil' existe un f')oint_ tIE Ihgox;:\
de la proposition 2.2, tel que d(x,, x_,)s,][(ll’c_‘, 1-"211). (_;_i—.‘l.\l' ‘155(;1(15 C (; )<
d'une suite (x,) telle que vy, =180, 2 Nan S J:-.z‘-"‘ a1 ”1 3 Cl ‘ -9-)::; .ill’-si';it\'
SH{T %z, Tovony), d{Xo Xent1)< H(Tyxon_q, Tixy,). Alors de ( 2

dﬂué]‘l(1:1—'(zn, T:.\zn 1)%?(1)(1'%. I’]I:n), ])(1'2,,__1, T‘J-’;Sn-l)! ‘D(IL”“‘ 1 2Ven 1)’
D(xg, ., Frxsn), d{tew Van)) € Pdans d2a s 0, dan2 +dan. dan )

et donc il suit (10). . s
De la méme maniére on démontre U'inégalité (11).
On note o,(f) =off, ¢, 2¢,0,¢) ct cpg(i)‘=cp(£‘, ¢, 0: Zi,‘t). - N
Proposition 2.4. Si les opirateurs Ty, T A-—»(,pt(‘\.) .snlfsﬁl,;z B rs;
Pinégalité (9) ou o est une fonction non-déicroissantc snl "clzugzt: ?,tccarza {
oilt) <t qalt) =t pour tous £ =0, a!ors“la suile (da) est ‘z\rf,ctn:)]:sscz];é ;{ Z g
Démonstration. 51 on supposc '(llu i tcx:sgcrzllt?-;(z.de‘ ; OO cg{iz fin,,; =
hypothéses sur ¢, il suit: du < @{dza, dan, 0, 2o, Eon) = on,
zgio:’lsl;i ggi unc} nl:)ontradiction. Is?onc d27< d2n 1 De la méme maniére on obtient
dogs1<dan. 11 suit que (d,) cst une suite décroissante. - N
Proposition 2.5. Si dans les conditions de lf_z propossz:iz - T?;iyer-
fonctions o, et g, est continue d drovle pour tous t =0, alors (d,) ¢
ente d zivo. ]
£ Démonstration. La suite (d,) étant décroissante ct mllloréctt plzu;SO(} :%r
d, sont des distances, alors elle est convergente. Soit d =lim d, ct alors 42 0.

H—m

En supposant 4 =0, cn faisant #— o0 dans (10)0 cfal (:n.t cmgl.oyant la con-
inuité A droite de la fonction ¢, pour tous ¢ =0, il smt que:
- Zglini cp,(d,s = o.d) —:p(d? d, 0, 2d, d) <d, unc contradiction. Donc

%-+ o

=0. ‘ ,
? On peut obtenir le méme résultat en faisant n—o dans {(11) et cn
employant la continuité & droite de ¢.. . I )

’ Théoréme 2.1. Soit (X, d) un espace métrigue ef Ty, Ty !X « Cpt(X}
dewx opérateurs. St . 1
(4) T, T, satisfont & I'inégalité (9) powr tous x, y =X, ol ?"‘tlf+-_> R+t)8it
une fonction nondderoissantc en chaque variable avee le propricics: @i
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=o(t, 2, 26, 0, 1y <t, o =olf. £ 0 2
continue a droile Poz:?zl,’(o)us ?(>0 ks = 2o(f) =9(0, 4,4, 0, 0) <, P2

DY L ¢ :
(({{)_) é, est un oplrateur contint en un point v,eX
1ty i exs Bos - 8 ) s
) erzst:: un point EeX tof qgue la suite {x.) @ une suite partielle (x
con’a‘crgcnte & g, alors x, cst un point fixe comn . Yam,)
it T, 2 tn pour les opératenrs P
Démonstrati 501 i i
G ration. S-mt ]z% suite particlle (v, convergente & x,. Supposons
a C\i‘int‘ est pas un point fl::(C de l'opérateur 7. Alors D(x,, Pyx,)>0. D
Mste un e =0 qui peut étre [ixé te] que : e

1

(12) 0<e< 31- D(x,, T, x,).

(lzguricct >0 il existe un nombre entier f, tel que :
) ..’)]){ (.'::mk‘ » Xo) <Te, H{ l'ix.z,,,'k ; Pyx,) < e pourtous Az ko, de (i1) et (¢4D), Pour
¢ = ko, n emplovant Ia définition de D(x, 1) et les propositions 2.1,2.2, on a :

D(\'r., T:"o](::d(xo, -'l'zmk) +d(“v’2mk . -"52:7:;:__1) +I[(T1-\'2mk ] ’1:11'0)-
Alors de (12) ot (13} il suit :

tir,.t';,mk , \'mnk_l)?D(x-o- Txxu) _d(xo, x‘.:mk) [.[(’I‘lrmk s T:-"o) >3e—
—€—e=¢ ct donc pour tous k>%, on trouve :
[4)
( ? d(xzmﬁ B -T:!mg‘ ;.1) - &,

Mais dop,— 0 (v iti
Mais dqp, (v. proposition 2.5, c¢’est A dire <
et S Ii\ons {) cest & dire duym, <€ pour k2 k,. Alors pour
Xlfg, £y av €=, 5 ie iction.
Dl Ty oy ous avons & @mg € CC qui est une contradiction. Donc
,Di-]..l : X L'yxo, Clest & dire x, cst un point fixc delopérateur T
Dela mé Sre. o g : .
L propo\i(ti()]rrllzml]]]it?i?llgtci'?’] ?S)pp?slant que D{x,, Tox,) >0 et en cmployant
: : 1 galité ct les propriétés i
Aol ! ) les s des fonctions o ¢
demoptr(, qQue X, ost ausst un point fixe de Popérateur 7 MR
* \‘ - i ‘ g
i.‘)l:’ th‘eorgmc 2.1 on obtient Ies résultats suivants -
¢oréme 2. ] ; itri .
s o;{;émt'ure ZTZ. Soit (X, d) wa espace milviqgue of T, T,: X Cpt(X)
ewrs, Ly contint en x, =X, qui satisfont & !'indoalité - )
g :

H(Tax, Toy)<g max D(x, Pox), D{y, Toy), D(x, Toy). Dy, Ty)
d(x.3)), 0<¢ <1, pour tout x, yelX,

- &Sf b[.l;sft/ ;.E.\ el qm? la §rtzlc (xa) @ wne suile partielle (x4, ) conver-

sation‘du théo‘;""n(; sujl\z;n I st aussi du théoréme 2.1, est unc géﬂéra]i-

voques ¢t une ‘: e CI fardy ct ,R ogers [2] pour des fonctions multi-

ey gencraltsation du théoréme de K. T sé ki {3] pour les fonc-

. 1.4)). c
Théoréme 2.3, TR0 ¢ o

= Opérateurs.2gi :Soxt (X, d) un espace métrigue et T,, T, : X~ Cpt(X)

~p
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(1) H{P v, Poyy<alx, Ty +BD( v, Tony ++(D(x, Tax) +
+D(x, T3} +8d(x, v) pour tous x, ve XN, ot a, 3, v, 320, a+3+2v+3 <1,

(1) 1y est continu dans un point o= X,

(iif) il cxiste un point E€ X ted que la suite (v} a wne suile particlle (xsm,)

convergente d xo, alors v, cst un pornl fixe commun pourles opératenrs T\, Ty,
Remargue 2.1, Nous pouvens obtenir des théorémes analogues aux

théorémes 2.1. 2.2, 2.3 en considérant que la suite (1,) a unesuite partielle

(¥am, ) convergente 4 v, ct Vopérateur I, est continu dans le point x,.
Une autre conséquence du théoréme 2.1 est le résultat suivant :
Théoréme 2.4. Soit (X, d) un espace métrique ot T X— Cot(X) un

opdratenr. 5t

(1) Vinégulité (9} est satisfaile pour Ty=T =T,

(11} T est conlinu dans un point x, <X,

(iid) il cxiste wn point E&X tel que la suile (xa) « wune suite particlle (xp)

convergente & xo, alors x, est wn point fixe pour lopératenr 1.
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