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SUITES ET SERIES DE MULTI-APPLICATIONS ANALYTIQUEMENT
CONVERGENTES

PAR

ALEXANDRU SABADIS

§1. Introduction. Soit Y un ensemble quelconque et P(Y) la famille
de ses parties. On sait que (P (Y}, €) est on treillis complet.

Dans (1], on 2 défini quelques notions que nous allons utiliser pour
introduire la notion de convergence analytique des suites et des séries de
multi-applications.

§2. Suites de multi-applications analytiquement convergentes. Soient
X et Y deux ensembles quelconques et (X,Y,F,), ne€N, une suite de
multi-applications définies sar X i valcars dans Y ; dans ce qui suit nous
allons indiquer cette suite par, {F,).

Les images des multi-applications de cette suite forment une famille
de suites d’ensembles {F,(x):xeX}.

Définition 1. (a) Un point x € X s'appelle poini de convergence analy-
tigue de la suite (F,), si (Fo(x)) est analviquement convergente en P(Y).

b) L'ensemble C, des points de convergence analytique de la suile de
multi-applications, (F,), s'appelle ensemble de convergence.

Donc, & chaque point x =C, il correspond un ensemble de Y, la limite
analytique de la suite de multi-applications, dans x, x—(a)-lim F,(x). On

va noter par F la multi-application (C, Y, (a)}-lim F,). On dit aue F est la

limite analytique sur C de la suite (F,), et nous allons noter ce fait par,
F..—%L-.-F, ou (a)-lim Fp,=F sur C.

Définition 2. La suite, (F,), qui est analytiquement convergente @ D,
pour tout x<X, s'appelle , D — suite"; dans ce cas son (a)-limite ¢st, par
définition, la multi-application idenliquement vide.

Exemple. Soit la suite de multi-applications (R¥, R¥, F,) définies par

F,,(x):{yeR":||y—x|}<1- —{x}. On voit bien quon a Ia relation,
n
(a)-lim F,(x)= @, pour tout xR’ Donc, son (a)-limite sur R* est la

multi-application identiquement vide.

Définition 3. On dit que la sutte (F,) est analyliqguement Cauchy sur
X si pour tout xeX, il existe une suite d'ensembles (DF)cP(Y), D3| ©.
et no €N lels que Fory(x})AF (x) = D%, > pour tout nzn, e p21.
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. Vu que chaque suite d’ensembles analytiquement Cauchy, est ana-
lytiquement convergente en P(Y) et réciproquement, on peut formuler la
proposition suivante dont la démonstration est immédiate (Voir [2]).

Proposition 1. La suite (F,) est analytiguement convergente sur X si
et senlement si la suite d'ensembles (F,(x)) est analytiquement Cauchy, pour
fout x =X,

Définition 4. On dit que la suile (F,), est (a)-uniformément convergente
vers I, sur X, s'il existe une suite d’ensembles (D) P(Y), D, | @&, et n, &N
tels que Fy(x)AF(x)s D,, VxeX ¢t nzun,.

La proposition suivante donne une condition nécessaire et suffisante
pour qu’une suite (F,) soit (a)-uniformément convergente sur X.

~ Proposition 2. Soit la suile de maudti-applications, {Fo). Sl existe une
suite (D))<P(Y), D, | D, etnoeN, tels que Foi(x)AF,(x) € D,, ¥u>n,,
P21 ot x€X, alors la suite (F,) est (a)-wniformément convergente sur X, et
réciproguement.

Démonstration. Far hypothése, F,(x) est unc suite analyliquement
Cauchy pour tout x <X, donc il existe unc multi-application, (X, Y, F)
telle que (a)-lim F,=F. Pour montrer la (a)-convergence de type uniforme,

on suppose dans la relation de 1'hypothése, #nz#, fixé. Alors, on a
Foip(VAF (%)< D,, ¥(x,p)€XxN. On a aussi:

(@lim [Foe ()AF,(x)] =Fox)AN(@)im Fruy(x)]=F,(x)AF(x) €D,, Vx e X-
»

d'ox 1l résglt_e que la suite (F,} est (a)-uniformément convergente vers F.
La réciproque est immédiate, compte tenu de la relation

Frorp()AF, (%) € [Fasp{0)AF ()] U {F(x)AF,(x)], ¥(n, p) =N
(Il faut remarquer la relation entre les propositions | et 2).

Proposition 3. Sost la suite de multi-applications (X.Y,F,). 5 l'en-
semble X est fini, alors la convergence analvtique simple est dyusvalente o la
convergence (a)-1uniforme.

Démonstration. Soit X ==z, {1, %.,....x,}. Pour x,1 =1, P, il existe

(DEy e P(Y), DE.‘L D, n->c0, et nd &N tels que F(x,) AF(x)SDZ, ¥n> s,
On note D,,=QID';"‘, no=max{np} ct on a F (x)AF(x)eD,, Vn2n,, D,} @.

Done, Ia convergence analytique simple imp'ique la convergence {(e)-uni-
forme. La réciprojue étant toujours vraic, le théoréme est démontré.
Proposition 4. Soient les suiles de wmulti-applications (X, Y,F),
(X.Y.G,) et la multi-application (X, Y, F). il existe un indice no =N tel
que F(x)AF(x)=G,(x), Yn=n, et x=X, alors la (a)-convergence wuniforme
((IF ; . de la swite (G,), tmplique la (a)-convergence uniforme @ F, de la suite

Démonstration. On a: |G, _(@)-unif.

=8|« P(Y). DB, o
n,=N, tels que G,(x)=D,, ¥nzn, ct x=X1I.

Vu I'hypothése ct la définition 4, on a F, u(a)-u-l—-li-f-'-»ﬁ.

<
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Proposition 5. Soit € =« P(Y) un clan Cauchy et m: @—[0, o0} wne
mesure sur Y. S5i (F,), ot F,(x)e@, V(n, x) eN X, est une suile de multi-
applications, (d)-convergentc suy X wvers la munlli-application I, ot F(x) =@,
VYxeX, alors lu sutte de fonctions, (X, [0, +0o0), mol,), esé stmplement con-
vergente sur X ¢t on a NUm{molF,} (x)=m(I(x)), pour lonl veX.

H

Dimonstration. TPar hypothése on a, (a)-lim F,(3)=F(x), YreX. La

suite numérique (m{I,(x}))) est convergente quel que soit ¥ €Y, et on a
la relation lim (mol",){x) =m({a)-lim I, (x}) =m(I{x)), {voir [I], th. 5). La
1 n

démonstration est achevée.

Corollaire. S2 la suite (F,) est (a)-uniformément convergentc & I, sur
X, alors la suile de fonctions (mol,) est uniformément convergente d miol”
sur X.

Démonstration. Par hypothése il existe une suite (D)@, D1 &,
et un indice, #, €N, tels que F(x)AF(x)= D,, Vazu, et x€X. Il résulte
FAx)\F(x)eD, et F(x)\F,(xj=D,, d'on,

[(moF ) (x)— (moF)(x) | =|{m(F(x)) —m{F ()} =m(D,), Viuzn, et VyeX,
Puisque la suite numérique {m(D,)) converge vers zéro, la suitc de fonc-
tions (moF,) est aniformément convergente a molF sur X.

Remarque. Evidemment, on arrive 3 la méme conclusion que dans la
proposition 3, si on supposc quec la suite considérée est analytiquement
Cauchy.

Proposition 5. Soient € c P(Y) un clan e m: [0, +o0) une mesure
sur Y. Une suile de multi-applications (X, Y, F,), ot F,(X)=@, V(n, 1) =
eNxX, sappelle m-convergente sur X si la suite numérique (m(I,(x)))
est convergenie pour foul xeX,

Remargue. Vu les propositions précédentes, on a le schema :

[{(a)-Uniforine convergence]=s[{a)-convergence}=>[#m-convergence].

§3. Séries de multi-applications analytiquement convergentes. Nous
allons concevoir des séries de multi-applications définics sur X 4 valeurs
dans Y. A ce but, on va considérer une suite de multi-applications (X, Y, F,),

¢t on va lai attacher une autre suite, (X.Y,5,), définic par S,=UF,,
A=1

Vrehl.

Pour chaque x<=X, (5,(x)) est une suite d’ensembles convergente
dans le sens classique & un ensemble de P(Y) parcequ'elle est ascendante.
Par suite, on peut dire qu'on a délini une séric de multi-applications con-
vergente au sens classijue sur X vers une multi-application (X, Y, S).

ol S{x)=1lim S,(x), Yx=X. On va noter, UF, flasi\'ﬁ S.
L] 1 ‘

Nous nous proposons d’étudier le cas lorsque la convergence classi-
que n'implique pas, généralement, la convergence analytique. Ce fait a
licu dans un clan.

On va noter dorénavant par €<= P(Y), un clan Cauchy, c'est-a-dire
un clan qui a la propriété que chaque suite Cauchy de scs éléments a une
limite analytique appartenante & €. On rapp-lle que chaque tribe est un
clan Cauachy, la réciproque n'étant pas vraie.

3 — Matematicd
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Définition 6. Soit (X,Y.F,) wine suite de wmulli-applications, o
F.(x)e€ pour tout (n, x)eNxX,
a) Une série de multi-applicalions est mmlvtz’qucnwnt convergenle au

point xe X, si la suite d'ensembles, (S.(x))= (UFA(I)) est analviiquement
convergente a wun ensemble S(x)=C. On mel, par fhfszwn U Fo{v)==S(x).

b) Une série de multi-applications est analytiquement comcr,;e;z!e an
Uensemble Cc X si pour fout x=C, il exisle (a)- Iim Sa{x)=S(x). La multi-

application (C,Y,S) defzmc de cclle maniére sappe!lc somuie, dans lc sens
analytique, de la série, UI‘,,. sur C. On indique cette situation par, UF,, m—-S.

Proposition 6. Smt la swite de multi-applicalions (A,Y,I"), o
F(x)e€c(PY), V(n x)eNxX.

La série, \J I, est analvliquement convergenle suy X vers une mulli-
1

application (X, Y,5) si et seulement si pour fout x =X 4l eviste une suite
densembles (Ry) <€, telle que:

a) R &, n—oo.
b) Ri—R%,,=Fyi(x)—UFi(x), VaeN.
1% |

En appliquant lc théoréme 4 de [1}, en chaque point de X, la démon-
stration est tout-a-fait immédiate. Nous allons mentionner certaines résul-
tats concernant les séries de multi-applications. Les deux propositions sui-
vantes sont des consequences de la proposition 6. (Voir [1], §3, les corol-
laires 2 et 3).

Proposition 7. Soit la suite de multi-applications (X, Y, F,), avec la

propriété Fo(x)=€, ¥(n,x)eNxX. La série, \JF,, est analytiquement con-
1

vergente sur X wvers la multi-application S, ot S(x) =@, pour loul x =X, si
ef seulement s'il existe pour tout x <X, une suite d'ensembles (Ri)e=€, qui
vérifie les conditions {(a) et (b) de la proposition 6.

Proposition 8. Soicnt l'espace métrique Y of (X, Y, F.) une suite de
mulli-applications avec les proprictés, Fulx)s€ eof diam (F,(x)) <o,

o
V(n, x)eNxX. La série, \J F,, est analytiquement convergente sur X vers
1

une multi-application S, ot S(x) =€ ot diam (S(x)) <o, Vx X, st ef seule-
ment s'il existe, pour tout x =X, une suite (Ri)c@, avec diam (K7) <o,
VneN, telle que les conditions {a) et (b) de la proposition 6 soient vérifides.

Déifinition 7. Uune série, \UF,, de muiti-applications définies sur X a
1

valenrs dans 'Y, s‘appelle (a)-uniformiment convergentec sur X vers la mulli-
application S, st la suile de ses sommes partielles, (S,), est (a)-uniformément
convergente sur X wvers 5.

En utilisant les définitions de §2 on démontre ais!ment les deux pro-
positions suivantes.
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Proposition 9. Soif \JIF, wne série de mulli-a pplications définics sur

1
X a valeurs dansY avec la propricté, I'(x) =@, ¥(n, 1) eN x X. Elle est (a)-
untformément convergente sur X wvers la multi- zzpﬁhc:m'on (X, Y, S) on
Slx)se, VreX, siof seulement st existe wune suile d’ensembles (D)@,
indé pendenfe de x, descendanie vers Uensemble vide of un indice ng= N, tels
que\ ) Fi(0)AS(x) e Dy, pour tout v X of nzn,
1 w
Proposition 10.  Soil, \J} I',, wunc séric de multi-applications dfinies
1

sur X a valenrs dans Y avee la propriété, F,(x) =€, V{n, xje N> X. Elle
est {a)-uniformdment convergente sur A st ef sculement $'i exisie wune suite
d'ensembles (D)< @, indépendenic de x, descendanie a Ucnsemble vide et un
indice n[, =N, fels que f)our fout v Ez\ et mznzu, on a la velation, Sp(x)A
AS{x)= (19) tndique la suilc des sommes partielles de la série donnée).

La dcmonstntlon est tout-a-fait immédiate, en appliquant la propo-
sition 2 de §2, 4 la suite (S,).

Proposition 11, Soient les siries U F, e U Gu, de mulii-applications

définies sur X a valenurs dans Y, ont I,,( x) &8 et Gulx)e@, Vin, x)eN < X.
Sioon a:

L
a) L:J Gq est (a)-uniformément convergente sur X,

b) Fa(x)=Gu{x), pour tout x=X ¢t neN.
¢) Fu(x)nFu(x)=G,(x)nCu(x), pour tout (m,n)=Nt o xe=X, alors

la série, \J F,, est (a)-uniformément con ergente Sur X

Dc’mlonsimh'on. On note S, UI} ct S,._-U Gi. En vertu de (b),
(%)< Si{(x) pour tout x€X et nt—\ De plus on a;
905,60 = (G £ 0 (G )= 0, G FaFi= 0 Gouan

)

{x)y= (r)nS (%}, V;w:X ot ‘v’(m,n)E.\- ?, 1l résulte, maintenant, que
t)AS, (1: Splx) U Sp(x) — Siu(x)n Su(x) = Shix) U Si(x) — SL(x)n Sh(x)=
i )AS;,( x), Vxe X etv(m n) EN: \‘u I'hypotése (a), il résulte la (a)-

uniformément convergence dc la série L_)I‘,,, sur X,

S
Sl
nG
Sal:
=S}

Proposition 12. Soicnt U Iy, une scnes de maudti- applzcatwns définies
Sur X & valenrs dans Y, oil F J(x)E8, V(n, x)eNXX, o UA,, une  Sérte

d’ensembles appartenants @ €, analyliquement convergente. St on a les con-
ditions :

a) Fu(x)= A, V(u, x)eNxX.
b) wX)NFu(x)=Ann An, pour tont x=X ¢ (m,n)€eN?, alors, la
série, U F,, est (a)-uniformément convergenic sur X.

La démonstration est la méme que celle de la proposition 11.
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Définition 8. Une série, \ J F,, qui satisfail aux propriétés (a) et (b) de
1

la proposition 12, s'appelle (a)-normalement convergente sur X.
Propesition 13. Soient € P(Y) un clan Cauchy, et m: €—[0, +o0)
unc mesure sur Y. On considére une série de multi-applications définies sur

X a valewrs appartenant & €,\J F,. Si elle est analytiquement convergente

1 @
sur X vers la somme (X,Y,S), alors la série des Jonctions ¥, moF,, est sim-
1

plement convergente sur X et on a,i (muF,,)(x)_m(L:} Fo(x) | =m{S(x)).

Démonstration. Par hypothése, la suite, (S,), des sommes partielles
de la série, CJF,,, est analytiquement convergente sur X. Selon la propo-
sitton 5 du l§2, on peut écrire : lim (moS,}x)=m((a)—lim S,(x)) = m(S(x)),
pour tout xe&X, ce qui achéve Ia démonstration. ]

Corollaire, Si, de plus, la série \JF, est (a)-uniformément convergente
1

L]
sur X, alors la série, N, mol,, est uniformément convergente sur X.

1
Démonstration. Par hypothése il existe une suite d’ensembles (Dn)c€
Dy | @, et un indice n,= N, tels que S,(x)AS{x)=D,, ¥n>n, et Vze=X.
I1 résulte, Sp(x)\S(x)< D, et S{x) S.(x)= D,, dot | m(Sa(x)) —m{S(x))] <
<m(D,), VxeX et nzn, Donc, on a:| (moF ) (x)F (moF ) (x)+...+
+ (moF,)(x) — m(S(x)) | = | m(Fy(x) U Fox) U ... U Folx)) — m(S(x)) | =
= m(Sa(%)) —m(S(x))<m(D,), Vazn, et VreX. Puisque la suite numé-
rique (m(D,)) converge A zéro, la suite de fonctions (moS,) est uniformé-
ment convergente 4 moS sur X.
Définition 9. Soit @ cP(Y) un clan Cauchy et m:@—[0, o), une

mesure sur Y. Une série de multi-applications, \ JF,, avec F,(x) €@, ¥(n, x) =
i

€N x X, s'appelle m-convergente sur X, sila série numérique Y, (moF,){x)
1

est convergente pour fout x<=X.
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CONDITIONAL STABILITY OF ASYMPTOTICALLY SELF
p-INVARIANT SETS

BY
OLUSOLA AKINYELE

1. Introduction. In [1], the concept of sclf-p-invariance of a set rcla-
tive to a differential system was introduced, generalizing the notion
of self-invariance and consequently, weaker notions of g¢-stability of the
set arose naturally. However, in many concrete problems, the stability
of sets that arc not seclf-invariant arc usually considered and the concept
of asymptotically sclf invariant scts which form a special subclass of self
invariant sets, has been used to describe such situations [3—6]. Naturally
one may wish to consider stability of sets which are not self p-invariant as
defined in [1]. The weaker concept of g-stability introduced in!1] assumes the
existence of a self p-invariant set relative to the differential system and
therefore results obtained become inadequate if we wish to consider stabi-
lity propertics of sets which are not self g-invariant.

In order to cope with the situations described above, we introduce
in this paper, thc new concept of asymptotically self p-invariance of a set.
We then carry out investigations of ¢-conditional stability properties with
respect to this kind of invariant sets, which are naturally weaker stability
propertics than one obtains in [1].

2. Basic definitions. Let R*, R™ be the Euclidean n-space and m-
space respectively and suppose ® €C(R", R™)- the space of continuous
functions from R* into K™, We define

| ®x) 1= [i dg(x)]””'

[

Define B={x=R*: || 0(x) | =0} , S(B. e)={xe R": || &(x) || <¢},
and S(B, e)={xsR": || O(x) || <e}.
We shall consider the differential system

d:
(1) = =fit, x) a(t)= o
where feC(R+x S(B, p), R*), p=0. Here R* is the non-negative realline,
B a subset of R* and C(R*X S(B, p), R") is the class of continuous functions
from R+x S(B, p} into R".



