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UNE GENERALISATION DES CODES CYCLIQUES
BY
MIFAELY RADUICA

Nous nous proposons d’'introduire dans cette note la notion de transfor-
mation cyclique généralisée, les sous-espaces invariants de ces transforma-
tions représentant une extension des codes cyeliques. Le cadre nécessaire
A cette démarche peut intéresser aussi dans le sens qu’il offre un langage
adéquat permettant une analyse d’ensemble du cas particulier de la famille
des codes cycliques, ce qui fait le principal objet du travail, une place impor-
tante revenant a la description de la structure booléene de cette classe spéci-
ale de codes correcteurs d'erreurs.

Nous rappelons qu'il s’agit de plusicurs degrés de généralisation et
quc nous n'insisterons que sur ceux qui prouvent leur capacité d’éventuelle
applicabilité pratique.

Pour le cas le plus général. soit .1~ cnsemble, S,—le groupe symé-
trique sur A, K —un champ et " — un espace vectoriel sur K. Nous dotons
Uensemble F* = {v: A—V} d'unc structure de K-espace vectoriel face
aux lois de composition définies ponctuellement. Le résultat suivant cst
immeédiat.

Proposition 1. L'upplication

1) s:SyxI'=T11, (6, v)—>0v: =vog !
est wne action di groupe symétrique S sur Uensemble V'

i) 1 Su—GL(174), o1,
est une représentation du groupe symétrique, ot nous avons pour e €5, fixé
(1) T, : VAV v

Grace 4 la propriété d’universalité de la K-alg®bre K[X] des polyndmes
dans l'indéterminée X sur K, l'application =:K — End ('), « — «ly!
s'étend par X— 7, 4 un morphisme de K-algebres
evp  K[X]-End(V1), f= EO o N— f[T,]: = _}Znoc,- 7§, ol les puissances de

I'opérateur sont considérées dans le sens de la composition et 79=1,4.
soit K{T,]: =Imevy .
Définition 1. Towl élément w=K{T,] s'appelle transformation cycligite
généraliséc el nous a ppelons code cxclique généralisé un sous-cspace o-tnvariant.
Remarque. Le choix de cette terminologie est justifié par le fait que
fes transformations, soit les codes cycliques usucls, se retrouvent par une
particularisation adéquate, [3].
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Nous parcourons ensuite une premicre étape dans ce processus de
particularisation. Puisque les principaux problémes propres a la théorie
algébrique des codes [1] ont & la base des considérations d’ordre finital
refativement & T, de (1), soit | A | =n, par exemple A={l, 2,...,n}, V=K"
et pour o €5,. s0it 6=¢6,00,0...00, la décomposition en cycles disjoints, évi-
demment avee 1 kg,

Si nous notons par ((F),-le plus grand diviseur commun unitaire de
la famille des polynémes (Z, nous pouvons €noncer :

Proposition 2. Le polvudme minimal Mo, K[X) de la transformation

k & —
I, est M= TIXE) — L ({ TT : (Xerdird — 1) | 1==1, k}),.
i=1 =145

Corollaire. Sil¢es ordes des cyveles qui a pparaissent duns la décomposition de
la permutation o sont relativement primes par paires, alors

&
(2) ""[uf l‘[ (‘\'nrcllo.} . 1)/(X___ ])k-—;_
=1

Nous avons par conséquent les affirmations suivantes de la

Proposition 3. i) K[T,] est une sous-algébre commutative de I'algibre
End (V4) sur K.

i) Ker evp_=(M,).

iii) 1! existe un isomorphisme ¢ de K-algébres qui rend commutatif le
diagramme

v a ~
K(X)-——Z_ L K[T,] o .
ott p est la projection canonigue sur
PN ¢ algébre quotient correspondanlte.
K{iX1[(M.)

Nous continuons la particularisation jusqu’au cas des transforma-
tions cycliques, une pareille transformation 74 correspondant & une permu-
tation ¢ d’ordre », par exemple, o=(12...n). Grice au fait que dans la théorie
des codes cycliques la finitude cu champ K est cssentielle, dans le contexte
des données de l'étape antérieure nous choisissons en plus, K=GF(q), ou g
est une puissance naturelle non nulle d'un nombre prime. En gardant la
notation pour K, nous convenons d'utiliser dans ce cas spécial la symbolique:

T=17T,et M=M,

L’importance attachée a cette nouvelle étape du processus de parti-
cularisation réside dans le fait que, conformément a [3], les codes cycliques
seront les idéaux de la structure de K-algébre construite sur K* (relati-
vement & lopératenr 1),

Dans ce sens, nous observons que de (2), il résulte M =X"—1, c’est-a-dire
Tr=1, ot dim K[T]=#,(T")i-i» etant un systéme linéaire indépendant.
Nous considérons les isomorphismes de K-espaces vectoriels,

n=1
g Ky K[XJ)(X7—1), (o4)i=0, n1 —+_§‘I)octX"—|-(X"-—l), respectivement
L
p=eoe : K*>—» KIT], a=(a)i=07=1— arT]:_Zooc‘T‘, oit ¢ paraft dans (3).
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Tant e, que ¢ permettent le transfert de la structure de K-algebre des
co-domaines sur le domaine KX”. Ainsi, la multiplication en K*, * (K" <K' K",
peut étre définie par n'importe laquelic des égalités snivantes valables pour a.
be K" arbitraires :

axb=c"e(a)e(b}), axb=q Y olda)op(b)).

Nous rappelons que la premicre acception pour s illustre la technique
usuclle de calcul, alors que la deuxiéme description. ¢’est-a-dire

(Va), (v0) ((a*b) ET3=alT] () (T1=al 1] L[ TT).

sinternalise” 'opération *. De cette mani‘re, K-espace vectoriel K* doté
de * devient une K-algcbre comutative et, en plus, nous avons (Va) (V)
(a[T)(0)=bIT] (a)).

Ensuite, cette deusiéme acception de Vopération * facilite la misc
en évidence de la structure hooléene de 'ensemble des codes cycliques. Dans
ce but, 11 est utile de considérer 'application
3 (K" =0, 1, ,n—1},ae==(a) 61— max {e N (0gegn— ) Aa.#0)}.

Définition 2. 1) L'application 8 s'appellc degré sur (K")7,

i) Sia=()-o7m (K", 8{a)=met a,=1, alors a s'appelle unataire.

La famille des ééments unitaires de la (K")* étant notée par
2, soit

(K" ={a= | Ba)a" =U){(a*a®=0}/ (8(a)+3(a’)=n)]}

Remargque. Avec les notations de (4), évidemment 'application a—a”
est une bijection involutive.

En vue d'atteindre 1'un des buts fondamentaux que nous nous propo-
sons dans cet ouvrage, nous notons le résultat intermédiaire suivant.

Proposition 4, Si [ est un idéal de la K-algébre K" ef a €1 est un élément
unitaire de degré minime, alors ' (i) a est uniguement déterminé ; ii) a =€ (K7 ;
i) f==a*K"=/(a).

Remargue. I est un idéal en K" si et seulement si / est un sous-espace
T-invariant.

Enfin, en illustrant dans K * la structure de divisibilité de A "—1 =
e K[X] par U'intermédiaire de la famille (K"}, nous démontrons la propo-
sition suivante, quimet en évidence la structure d’algébre Boole de la famille
Id (K*) des idéaux de K™

Proposition 5. (i} (vd) (3la) bsK", a=@(K") b+ K =a*K"); (i} L ap-
plication u : (KM —1d (K*), a—a* K" est une bijection ; (ili) St char (K} f#«,
alors (Ya)ac@(K "), ax K*=1Im a[T]=Ker a*[T], el nous avons la décom-
position directe (Wa)a =@(K*)[K*=(a*K")@{a“+K")].

BI.vgE R e s BIBLIOGRADPHIE

. van Lint, J. H.—TIntroduciicn to Coding Theory, Springer Verlag, New York Ine., 1982.

2. Wedderburn J. H. M.—Lectures on Matrices, Amer. Math. Soc. Colloquim Publ.,
New York, 1934.

3.Creangh, I, Simovici. D.—Teoria codurilor, E.D.P., Bucurest!, 1975.

Université de Bragov

Analele stiingifice ale Universititii ,AL 1. Cuza® din Iasi
Tomul XXX, 5. I a, 1985 (supliment)

UNE GENFRALISATION DES GROUPES RESOLUBLES
PAR
GH. IVAN

Dans cette Note on définit les notions de groupe quasi-résoluble et de
suite quasi-résoluble cn généralisant d'une maniére naturclle les notions
bien connues de groupe résoluble ¢t de suite résoluble.

Soient G un groupe et D¥(G)=(D"(G)),en la suite dérivée de G.

Définition 1. On dit qu'un groupe G est quusi-résoluble s'il existe un
entier s 20 fel que D'(G) sott un groupe simple. Un groupe G s’appelle quasi-
résoluble declasse s si s estle plus petit entier tel que D*(G) soit un groupe simple.

Exemples 1. a) Tout groupe simple non commutatif est quasi-réso-
luble de classe 0 car D¥*(G)=G pour tout &2 0.

b) Tout groupe résoluble de classe s ¢st un groupe quasi-résoluble de
classe s— 1 ou s selon le cas oit D*"}(G) est un groupe simple ou non simple.

c} Pour tout » 25, le groupe symétrique S, est un groupe quasi réso-
luble de classe | puisque l¢ groupe dérivé de S, est le groupe alterné A, qui
est simple pour tout #3235,

Remargue 7, 11 v a des groupes non quasi-résolubles. Tout groupe G
non commutatif et non simple qui a la propriété que D(G)=G est un groupe
qui n'est pas quasi-résoluble {par cxemple, le groupe A,x A4, pour tout
n .>,A§ cs;; )non commutatif, non simple ot D(A,xA,}=D(4,)xD(4,)=
==A X w)

Une surte normale de G, G=H,> H\> Hy> ...0> H,b> ... telle que H,
soit distingué dans G pour tout ¢ s’appellera suife invariante de G.

La suite dérivée de G, D*(G) este une suite invariante qui ala propriété
que les quotients DYG}/D"*(G) sont des groupes commutatifs.

Définition 2. Une swuite normale de G de la forme: Ry=(G=H,>
e H\> H.> ..o Ho (& Ho=={e})s’appelle quasi-résoluble & longueur q si les
quotients H |H .y, sonl commutatifs pour tout 0<n<g—2.

Remarque 2. Siun groupe G satisfait & la condition que toutes ses suites
normales décroissantes de sous-groupes sont finies, alors la suite dérivée
D*(G) est finie, c’est-d-dire il existe n =N tel que D"t¥(G)=D"(G) pour
tout £> 1. Dans cc cas, la suite dérivée D*(G) est une suite quasi-résoluble
a longueur n+41, & savoir: D¥(G) = (G = D(G) > DYG) & D*(G) &...>
> D'(G)> {e}) i

Théoréme 1. a) Tout sous-groupe distingué d'un groupe quasi-résoluble-
est qussi un groupe quasi-résoluble.

b) b) Si f: GG est un homomorphisme du groupe quasi-résoluble G
dans le groupe G' alors f(G)est quasi-résoluble.



