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Tant €, que o permettent le transfert de la structure de K-algebre des
co-domaines sur le domaine £*. Ainsi, la multiplication en K*, % (K" x K*>K?",
peut &tre définie par n'importe laquelle des égalités suivantes valables pour
b= K" arbitraires :

axb=c(e(@)e(b)), a % b=g"(p(a)op(b)).

Nous rappelons que la premiére acception pour % illustre [a technique
usuelle de calcul, alors que la deuxiime description, ¢’cst-a-dire

(va) (yb) {{a*d) [T1=alT7 () [T]=al TIob[TY).

sinternalise” I'opération #. De cette mani‘re, K-cspace vectoriel K* doté
de * devient une K-algcbre comutative et, en plus, nous avons (Va) (V)
(al T)(5)=b[T] (a)).

Ensuite, cctte deusiéme acception de Vopération # facilite la mise
cn évidence de la structure booléene de I'ensemble des codes cycliques. Dans
ce but, il est utile de considérer 'application

S (K™ =401, ,n— 1l a=(a) 61— max {e=N | (0ge<n — 1) Al #0)].

Définition 2. 1) L'application 8 s'appelle degré sur (K'Y,

i) Sia=(x)i-677=1 S{K"), 8(a)=m et o,,= 1, alors a s’uppelle unitaire.

La famille des éléments unitaires de la (K")* étant notée par
(2, soit

(K" ={a=d | (3a)a" =@U)[(a+a®=0) A\ (§{a) +8({a')=n)]}

Remarque. Avec les notations de (4), évidemment I'application a—a®
est une bijection invelutive,

En vue d’atteindre I'un des buts fondamentaux que nous nous propo-
sons dans cet ouvrage, nous notons le résultat intermédiaire suivant.

Proposition 4. Si 1 est un idéal de la K-algébre K* of a €1 est un élément
unitaire de degré minime, alors - (i) a est uniquement déterminé ; i) a €€{K");
iii) f==a*K"={(a).

Remargue. I est un idéal en K" si et seulement si / est un sous-cspace
T-invariant.

Enfin, en illustrant dans K * la structure de divisibilité de X"*—1e
e K[X] par U'intermédiaire de la famille €(K "), nous démontrons la propo-
sition suivante, quimet en évidence la structure d’algeébre Boole de 1a famille
Id (K*) des idéaux de K™

Proposition 5. (i} (vb) (31a) bsK* ac@(K") (b K"=a*K"); (ii) L'ap-
plication 1 : QK" —1d {(K*), a—a*x K" est une biijection ; (iii) Si char (K} f#=,
alors (Ya)as@(K"), ax K"=1Im a[T]=Ker a‘[T], e nous avons la décom-
position directe (Ya)a €@(K*)[K*=(a*K")@(a®+K")].
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UNE GENFRALISATION DES GROUPES RESOLUBLES
PAR
GH. IVAN

Dans cette Note on définit les notions de groupe quasi-résoluble et de
suite quasi-résoluble en généralisant d'une maniére naturclle les notions
bien connues de groupe résoluble et de suite résoluble.

Soient G un groupe et D¥(G)=(D"((:)),en la suite dérivée de G.

Définition 1. On dif qu'un groupe G est quasi-résoluble s'il existe un
entier s 20 tel que DY(G) sott un groupe simple. Un groupe G s’appelle quasi-
résoluble declasse s si s cstle plus petit entier tel gue D*(G) soit un groupe simple.

Exemples 1. a) Tout groupe simple non commutatif est quasi-réso-
luble de classe 0 car D*(G)=G pour tout 2 0.

b) Tout groupe résoluble de classe s est un groupe quasi-résoluble de
classe s—1 ou s selon le cas oit D*"1(G) est un groupe simple ou non simple.

¢} Pour tout » 25, le groupe symétrique S, est un groupe quasi réso-
luble de classe | puisque l¢ groupe dérivé de S, est le groupe alterné A, qui
est simple pour tout #3235,

Remargue 7, 11 v a des groupes non quasi-résolubles. Tout groupe G
non commutatif et non simple qui a la propriété que D(G)=G est un groupe
qui n'est pas quasi-résoluble {par vxemple, le groupe A,x A4, pour tout
o 2_45 cs:; )non commutatif, non simple ¢t D(A,xAd,}=D(4,)xD(4,)=
=AaXA)

Une suite normale de G,G=H,> H\> Hyp> ....> H,b> ... telle que H,
soit distingué dans G pour tout ¢ s’appellera sutfe invariante de G.

La suite dérivée de G, D*(G) este une suite invariante qui ala propriété
que les quotients DYG}/D*(G) sont des groupes commutatifs.

Définition 2. Une swite normale de G de la forme: Pu=(G=H >
> H\> H,»> .. H & Ho={e})s’appelle quasi-résoluble & longueur q si les
quotients H[H 1, sont commutatifs pour tout 0gn<g—2.

Remargue 2. Siun groupe G satisfait & 1a condition que toutes ses suites
normales décroissantes de sous-groupes sont finies, alors la suite dérivée
D*(G) est finie, c’est-d-dire il existe » €N tel que D"t¥(G)=D"(G) pour
tout £ 1. Dans ce cas, la suite dérivée D*(G) est une suite quasi-résoluble
a longueur 41, & savoir: D¥*G) = (G = DG) » DYG) > D*(G) &.....>
> DMG)e> {e}) L

Théoreme 1. a) Tout sous-groupe distingué d'un groupe guasi-résoluble-
est qussi un groupe quasi-résoluble.

L) b) Si f: GG est un homomorphisme du groupe quasi-résoluble G
dans le groupe G' alors f(G)est quasi-résoluble.
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¢) Si H est un sous-groupe distingué de G et G est un groupe guasi-
résoluble alors GfH est un groupe quasi-résoluble.

Démonstration. a) Soit H un sous-groupe distingué d'un groupe quasi-
résoluble G. Alors il existe s €N tel que D*(G) soit un groupe simple ¢t la
relation H<=G entraine D*(H)sD(G). Comme D*(H) < H <G 1l résulte que
D(H) <G car D*(H} est un sous-groupc caractéristique dans H. Par suite
D(H)<D*(G) et D'(G) étant un groupe simple, celaimplique que D*(H)=
={e} ou D(H)=D'(:} donc D*(H}) est un groupe simple ct H cst quasi-ré-
soluble.

b) Soit f: G—G’ un homomorphisme ; on désigne par H'=f(G)=G’
ct par g : G—H' Papplication définie par g{x)=f(x} pour tout ¥ €( (g est un
homomorphisme surjectif). G étant quasi-résoluble, il existe s =N _tel que
DY(G)=H soit simplc. Puisque D*(f(G))=f(D*(G)) on obtient que D*(H')=
=g(D*(G)) pour tout k et par conséquent D*(H')=g(H). On suppose qu’il
existe un sous-groupe distingué K’ telque {¢'}<A K'<Ag(H). Alors K=¢"1(X")
est un sous-groupe distingué dans H il en résulte que K={c} ou K=H,
donc K'={¢’} ou K'==g(l{) ct par suite D*(H’) est un groupe simple, d'on
f(G)} est bien quasi-résoluble.

¢) En considérant I'homomorphisme canonique p:G—GfH et en
appliquant b), on a que G/H est quasi-résoluble car p{(G)=G[H ¢t G est quasi-
résoluble.

En raisonnant par recurence par rapport a &, on obtient ;

Proposition 1. Si la suite invariante G=H > H > ..t H,_ > Hyala pro-
priété que les H [H 4y, 0<i<hk—1 sont commutatifs, alors G[H est un groupe
résoluble de clusse <k.

Proposition 2. Toute extension £ d'un groupe G résoluble de classe <g
par wun groupe I' quasi-résoluble de classe < est un groupe qassi-résoluble
de classe <g-45.

Démonstration. Soit 0—FHELG0 une extension E de G par F.
Par hypothése, G étant résoluble de classe <g ct F étant quasi-résoluble de
classe s, il s'ensuit DY(G)={e} ¢t D*(F) est un groupe simple. l.’homo-
morphisme p étant surjectif, on a: p(DYE))=D(p(E))=D*(G)={¢} d'ot
Di(k)e Ker p=Imjet DY(E)=F. Cela implique quec: D*YE)=D"(DY(E))c
s D{F)eD'(F). La relation D™((E)<D*E) entraine D***(E) aD*(F) et on
en déduit que D™*(E)={e} ou D""(E)=D*(F) car D'(F) est simple. Par
conséquent, D*H(L} est simple ct £ est bien quasi-résoluble de classe <s+¢.

Corollaire 1. Le produit direct ou semi-dircet d’un groupe résoluble de
classe <q par un groupe quasi-résoluble de classe <s est un groupe quasi-
résoluble de classe <s+yq.

Remargue 3. Le produit direct de deux groupes quasi-résolubles n’est
pas un groupe quasi-résoluble car si DYG) et D*(G') sont simples, le groupe
D™ (G X G)y=D"(G) X D™ (G =D(G) x D*(G') n'est pas un groupe simple
et DG xG')=G"(G x (') pour tout Iz 1.

Théoréme 2. Soit & un gronupe ef ¢ un entier. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) G est quasi-résoluble de classe <q.

b) Il existe une suite {nvariante, quasi-résoluble @ longuewr g+1. G=
=H,> H,»> Hy> .- H,_ > H> Hyp=le}, telle que H sott un groupe simple.
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o) Ll existe wne suite quasi-résoluble @ longeur ¢4+1: G = Gy» G
2Gue G, 20> G, = e} felle que Gy soil un groupe simple.

d) 1L existe un sous-growpe distingud simple H de G tel gue GIH soit
résoluble de classe <g¢.

Nous allons montrer seulement éguivalence de a} et dj.

a) entraine d). Par 'hvpothése on a la suite D*((:) & longueur g-- | et
DY) est un sous-groupe distingué. simple de ;. On pose H=D*((;). En
appliquant Ia prop. 1. pour la suite D*((;), il résulte que GfH=G[D"((;) cst
un groupe résoluble de classe <¢ ot on ad).

d) entraine a). Supposons qu'il existe un sous-groupe distir gué, simple
I de €5 tel que GfIH soit résoluble de classe <¢. H €tant un groupe quasi-
résoluble de classe 0, on considére I'extension & de GJH par [, & savoir la
suite exacte 0—HSGHGH—0 ot cn appliquant la prop, 2, il réaulte que
; st un groupe quasi-résoluble de classe <y,
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