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UBER DIE I-KATEGORIE DER PARTIFLLEN BIJEKTIONEN
VON

EMII. SCHWAR

M., Grandis gibt im letzten Abschnitt der letzten Arbeit (siche
[3]) aus ciner mit ,,Orthodox Categories” betitelten Artikel-reihe, die Charak-
terisicrung der inversen Kategorien mit Faktorisierung. In[4] zeigt J. K as t1l
dass dic inversen Kategorien von den Kategorien der partiellen Morphismen
Beschrichen sind. In dicser Darlegung werden Eigenschaften der inversen
Kategoricn der particllen Bijektionen zwischen den Mengen (hier mit Bij
notiert) gezeigt., in engem Zusammenhang mit den von M. Grandis in den
oben angefithrten Artikeln erziclten Ergelnissen.

1. Inciner Baer*Kategorie (fitr dic Definition der Bacr®*-Kategoric
siche [7] Scite 248) fir jedes Objekt 4 in der Menge der abgeschlossenen
Projektionen P’(4) ist dic binire Relation <, welche durch

(1.1) i, je P(A), i<jeij=1

definiert erscheint, cine Ordnungsrelation.

Die Kategoric Rel der biniaren Relationen zwischen Mengen mit der
Involution * als Inverses der Relation definiert, ist eine Baer*-Kategorie
in welcher nicht cine jede Projektion cine abgeschlossene Projektion ist.
Wenn @ e Hompa(d, B), dann bezeichnen wir Def R={ae A | 3= B,
so dags aRb} und Im @={be B | Ja =, so dass a®b}. Dic Kategorie Bij
der particllen Bijcktionen (Ol Bij==Ob Rel, wogegen dic Morphismen von
Bjj sind jene Relationen @ welche cine Bijektion zwischen Def @ und Im 2
realisiert}, ist eine Bacer* Unterkategorie von Rel in welcher jede Projek-
tion eine algeschlossene Projektion ist. Sie ist eine inverse Kategorie, ist
x-regular und auch eine exakte Kategorie (siche [9]).

Fir jedes Objekt A der Kategorie Bij in der Kommutativen Halb-
gruppe P(A) (der Projektionen die {4, Alsijangchoren) fallen die Relationen
< und die Dominanzrelation ( (siche 1.7. aus [1]) zusammen. Aber < ist
eine Ordnungsrelation auf P{4) und somit ist dic in 1.8. aus [1] definierte
Relation @ die Identitatsrelation auf P(A).

Die Definition der Dominanzrelation (¢ wird sich in [4, Bly; kano-
nisch erweitert, wo A und B zwei beliebige Objekte der Kategorie Bij sind

! Die Kategorie ‘D nennen wir Baer* Unterkategorie der Baer*-Kategorie €, wenn D
eine Unterkafegorle von ist In weicher dic Restriktion von * auf D Sinn hat und mit dieser
Restriktion .*« stellt D eine Baer ,*. Kategorle dar.

2 UBER DIE -KATEGORIE DER PARITELLEN BIJEKTIONEN 93

(siche 1.26. aus [1]}). Somit wenn @, ®.<[ 1, Blyy, dann @, R, dann
und nur dann wenn Def @,cDefl @2, Im 2, 2lm @, und die Restriktion
von R, auf Def @2, stimmt mit @, iberein. Gifenbar ist die erweiterte Domi
nanztrelation (] cinc Ordnungsrelation auf [ 4. BJu; (siche auch 2.14. aus
[2]), wihrend dic erweiterte Relation & (siche 1.26. (2) aus [1]) dic Iden-
titasrelation aunf [A. By, ist. In der Voraussetzung, dass der Morphismus
@R e[, Bln; ,strikt maximal” ist, in bezug auf dic Dominanzrela-
tion ( (also RQ R, implizicrt @ =®,) folgt dass mindestens cine der Gleichun-
gen Def =1, Tm @=1F stattfindet, also @ ist cin Monomorphismus oder
cin Epimorphismus, Umgcekehrt, wenn @ €[, Blu; cin Monomorphismus
oder cin Epimorphismus ist, dann ist @ ,strikt maximal” in bezug auf die
Dominanzrelation . (IYese Bemerkung st in Ubercinstimmung mit 1.27.
{g) aus {17).

2. Dic Kategorie Bij ist keine Kategorie mit Fascrprodukien {cine -
regulare Kategoric mit Faserprodukten ist cine ubclscl}c Kategorie — siche
[7]). Da sie aber cine exakte Kategorice ist. folgt dass in Bij jeder Winkel :

{2.1) @2,

Ams &
mit 2, Monomorphismus, zn cinem Fascrprodukt-Diagramm  verlingert
werden  kann,

Es sei X={v&Def @, @,(x) =Im @}, und g, <= [A.N\ N, 4.]u;dic kano-
nische Inklusion. Viir £ & (4. X}n Def @, haben wir @,(2) =Tm @, und somit
existiert n, &€ A4, so dass @, (n)= N.(Z). Beriicksichtigen wir dann &, €[4\ X,
A, i definiert durch Def &= (A4 X) n Def @, und &,(£)=y. Das Quadrat

{.-
ANN - —1,
(2.2) g, R
/ !
A, %, — .

(mit @, Monomorphismus) ist ¢in Faserprodukt-Diagramm.
Wenn in (2.1) sowohl @, als auch 72, Monomorphismen sind, dann
kann {2.1) zu ecinem Faserprodukt-Diagramm verlingert werden :
Ty
Im2,nImRy— .,

i2.3) Ty By
1 1

_-' 2 —

Ry

wo C; (1==1, 2) wic folgt definiert sind. Set ¢ €Im2,0 Im 2., so folgt dass
a;€ A;cxistiert mit der Eigenschaft ®,(a;)=a (i=1, 2). Dann ist laut Defini-
tion T{u)y=a,{i=1, 2).
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1. Y., Kawahara gibt in [3] die Konstruktion der /-Kategoric
der Relationen Rel (€ ; &) einer Kategoric € mit Faserprodukien, in bezug
auf eine retraktive Unterkategorie € aus €. Bij ist keine Kategoric mit
Faserprodukien, aber wenn wir 2. in Betracht zichen, so ist die Unterka-
tegorie der Monomorphisnien aus Bij (wir bezeichnen diese Kategorie mit
Mon (Bij) eine Kategorie mit Faserprodukten. Die Unterkategorie der Iso-
morphismen aus Bij (wir bezeichnen sic mit Tso (Bij)} ist cine retraktive
Unterkategoric von Mon (Bij} im Sinne der gegebenen Definition im §1 aus
[57 und somit kénen wir die Kategorie Rel (Mon (Bij) ; Tso(Bij)) in Riick-
sicht nehmen.

Wir bemerken dass. wenn A die Kategorie der Monomorphismen
einer Kategoric € ist. wo € cine inverse Kategoric mit mono-epi Faktori-
sierung darstellt. dann leitet uns die Symmetrisation s: #A—G{AH) beriick
sichtigt in 4.33. aus [3] (welche eben als Gundlage die durch 4.32.(4) — (5)
aus [3) definierte Komposition hat) zu der Kategoric der Relationen
Rel{.# - Tso (€)) bestimmt von Y. Kawahara in {3]. Laut dicser Bemerkung,
aus [31 4.30. (1) folgt unmittelbar dass

(3.1) Bij = Rel {Mon (Bij} ; Iso (Bij)).

Wir bemerken dass, (3.1.) kann auch auf cinem Weg Gefunden werden,
welcher durch die Tatsache angeregt ist. dass jeder nichtzero Morphismus
@, R.] =Rel (Mon (Bij); Iso (Bij)) von < zu B (siche die Bezeichnungen
aus [57), der in Wirklichkeit eine Aquivalenzklasse * darstellt, bestimmt von
dem Morphismenpaar (span) aus dem folgenden Diagramm

A 8
(3.2)

einen cindeutigen Repriisentanten der Form

{3.3) (ix. ®)

enthilt, wo iy die Identititsrelation auf X< ist.
Tatsichlich, aus der Kommutativitit des Diagramms

8 B
{‘ m1 R2 /.
(3.4) N RN &
TN
N
Im «1

3 Die Aquivalenzklasse ist bestimmt durch: (¥;, Rg)~ (G,,§;) dann und nur dann wenn
0%y, R3)< Gy, Ga) und (Gry Ga)= (R, Ra), wo (Ry, By} (Gs, Gu) dann und nur dann wenn 7 &
=Mon(Bij) existtert so dass #y=G,7 und Ry=G.7.
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1§00 A
wo Clx) = R (x), tiek, die Identititsrelation auf Im Ry isi. @(x) Dﬁf@ﬂ:*
{x). und da €= Iso (Bij) folgt:

(35) :I-lm’\jl- :-K)_: = @1‘ q).! .

Die Eindeutigkeit des Reprisentanten von der Form (3.3) ergibt sich
aus der Tatsache, dass wenn (2@, ®,) ~(4,. €.) dann Im @2,=1m g,.
Definicren wir nun zwei Funcloren 3) 17 Bij—-Rel (Mon (Bi)) : Iso{Bij})
und G Rel (Mon (Bij) ; Tso (Bij))—Bij durch:
F(D=d4 vnd GA)y=:, {ir jedes Objekt 1.
F(R)=[he®. €] wo iR die Tdentititsrelation auf Def @ ist und
@)= 2.
G 1y, ]) ist deflintert durch Def G{[1¢,R])=X und (- ({7 y,R]) (x)=R(x).
In Anbetracht dessen dass GoF=1 und I'cG=1 folgt (3.1}. Mithin ist
Bij zusammen mit der Involution x und der Dominanzrelation G etne /-Kate-
goric im Sinne von D, Puppe (siche [3], Seite 338).

LITERATUR

1. Grandis M.— Canonical preovder and congrucnce (n ovthodox sentigroups and calgories
(Orthodox categories, 1), Boll. (LML, 13-B (1976}, 634—650.
2. Grandis M. « Regulay and orthodox involution categovies (OCrthedor categeries, 2), Boll
UALL, [4-A (1977}, 38—48.
3. Grandis M. —Quasi-inverse involution semigroups and cutegories (Crthodox categories, 4)
Boll. U.MI., 14-B (1977} 320—339.
4. Kastl J. — Inverse categories, Studien zur Alg. und ihre Anw., Band 7, Akademie-Verlag,
Berlin (1979). 31— 60.
5. Kawahara Y. — Relations in cafegories aith pullbacks, Memeoirs of the Fac. of Sei. Kyushu
University Ser. A, Vol. 27, Nr. 1 (1973), 149— 173,
6. Puppeld —Korvespondenzen in abelschen Kategorien, Math. Ann., 148 (1962), 1—30.
. Schwab E.—Ubcrdas verallgemeinerte Inverse cines Morphisnas, Math. Nachr. 81 (1978)
245257,
8. Schwab E. — Beispiele von reguliren Kategorien (2}, 5°1.5. 18, Univ. din Timisoara (1978}
9, Schwah K. — Tmage and Inverse Mappings in fixact Dreerse Categories, Boll. UM.I., 18-B
(1981), 831—843.
Universilatea Timisoura
f-drwl Pdrvan Nr. 4
o0 — Timisoara

3 Die Komposition der Morphismen (der Aquivalenzklassen) aus Rel (Mon (Bij) ; Iso
(13ij}) definiert man mit Hilfe der Komposition der Repriizentanten. Man beriicksichtigt das

Diagramm :
A B C
N A
4

5‘2\\\ J,,/ 1
Im Kz o Im &3
wo das Cnadray (1) ein Faserdroduki-Diagramin ist (siche (2.3) und laut Definition.

(R, Ko - Ry, Ry = (RiT a0 BT ).



