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QUELQUES RESULTATS EN A -THEORIE REELLE
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Introduction. L'object de ce travail est la variété quaternionique
de Sticlel HS(n, k) ot 0 < & < 0. constituée des applications finéaires
isométriques de Pespaces Y dans H* ou . ce qui revient au méme. des
boreperes orthonormés de H" 0 Cest-a-dire 1l s agit de lensamble de (n < k)
matvices (ry,) telfes que:

Y =y (1€i<j<h).

Ces oquations déterminent HS (i, k) comme nn sous-espace de H' = R
el on oblient une variété sans bord de dimension dnk — (28% — &),

o E770 ALRonx a déterminé dawns [HL] les groupes de A theorie
complexe des variétés quaternioniques de Stiefel en termes de représentations
des growpes symplectiques: Pontil principal ntilisé a été nue suite spectrale
de 1 Hodgkin,

Dans sa thise [31 . Raphael Freitas slintéresse & fa A théorie réelle
diss pionpes syriplectires Spin) et des variétés quaternioniques de Stiefel
e atifisant nofarinent ue travail de M Sevinour [12] sur les groupes de
Lie ot feurs espaces homogiues dans le cadre plus general de la AR théorie
introduite par MLAUyal dans 1] Nous avons déterminé de plus la struc-
tare Zy - gradtnée de KO(Sp(N)} dans [4]; Je bt de co travail est de
promver quie les résultats obtenis pour Splu) valent encore pour les variétés
(ratcinionigues de Stiefel,

Le plan est fe suivani: une premiere partie contient les accessories de
I theorie fopologique . danz la denxieme on éudic la K théorie complexe
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ot ensuite la O - théorie des variétés quaternioniques de Stiefel, la Lroisieme
partie stablit les isomorphismes qui déterminent la strocture Zg-graduée de
KNos H—S(H. n"nf} . i 0 | 2 3 1 5 5 T
N Z 0 Z 0 z 0 Z 0
Partie 1 KNO™! A Z, Zs 0 Z 0 0 0
1. Dans toute la suite, le A -fonctear est définit sur la catégorie des hir 4 ! , ! 4 Z % ;
"W complexes finis & valours dans la catégoric des groupes abéliens: on
rappelie que ta R ~théorie réelle cst noteée par KO . la K théorie complexe
par Al {en notation abregée N} et par AW on désigne la A -théorie asquon a Visomorphisme: ANO'(X) = KIFPHY e tenant compte du

quaternionique.
Soit X un CT ~complexe fini o4 pointé dont le point base es. wy ; la
notation A{X) désigne le noyan de Fhomomorphisme:

K(X)—K{{ro})

sndorere de périodicité de Bott (voir [3]).
Fon ee qui concerne la K -théorie complexe on a: K289 = NS =
Z et le générateur est la classe stable du lhré en dioites de Hopl sur
] =1 qui vérilic Ja relation ([y]—1}7 = 0: lsomorphisme de periadicite:

. 3 RN} - KPTHXD
induit par inclusion {ap) © X. On dit que A est la A -théorie com-
plexe réduite (respectivement KO la K théorie réelle réduite) et on a la |
décormpositon:

t défini par la multiplication par [y} — 1 (voie [2]).
. N PG N ‘ . . . of o
Flannean KOT{S") est une algbbre Zg -graduée sur A O%sM =
S84 = Z et il est engendré par | éléments: Loep. ep €L ex - avec

N(X) = KX} K{{ro))

_ . . . . NO™(8%) — qui vérifient, jes relations:
Les théories WO et WH sont jointes de fa K -théorie complexe par 15%)

les morplisines de Bott (voir [3] et [10]): D=t =eyey =0, e =y
La notation F désigne un espace réduit a un point.
La multiplication par ez induit Ulsomerphisine de plricaleitsd
oy — - ;- &, S
RUOTHXY —— KOTE(X) (voir [10]).
Pour tout (WY complexe fini X, i existe une suite exacte longue due

4ot

K{X)KOX) SR (X)
N(X) =L NHX) S R(X)
qui verifient les relations:

(roej{n) = 2a poutr toul. a € KO(X)
(g0 h){3) + 213 sijde NH{X)
(ecorl{y)={lhog)y=y+y pour y € hN(X)

o P Al I S ..
s KOS NS KOS N0

e merplisine de complexification, » celul de reelification. 3 est
sitisme de périodicité complese et d une certaine opération de co-
o +: A(Y) — K{X) désigne le morphisime induit par la conjugzison: a suie {voir {313
tont fibre vectoriel F sur X correspond le fibré conjugné J7 '

Rappelons que si X' = 577 e morphisme de complexification . (re-
spectivement e morphisme de réelification ) est un awfomorphisme de 7,
pour n nombre pair {respectivement. » impair) et la multipheation par 2]
pour n uombre tmpair {respectivement pair). 4

La structure aditive do la A théorie réduite de S9 est décrife dansy
le tableau soivant: i

Fooatilisant la relation roe =2 on démontre daus {4]:

aposition 1.1.1. Soit X wa (W complexe fini pour leque!
1 sans lersion; alers le sous-groupe de torsion de KOY{X) noté
Ty NOTUN ) est omorphe & (200 aver L 2 0.

Wit X oun O complexe find on wun anneas AP (on -

H S dde tmfiltralion paturelie:
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FoRFYX)}) = Ker(KE (X )25 R FY(X,20)

ou r; 4 désigne Phomomorphisme induit par Uinclusion de {(p — 1) idme
squelette X, ¢ dans X . Eo atifisant cette filtvation, a ) est assoeide
ine suite spectrale - dite " Ativalr Hirzebruch  dout e tere 1 est de la
forme:

[‘.5 .f!{-x') = [P\ [\ ]'-',(.SU)) S [y [_w.,)-{-q(’—x.)

et le terme o est défing par:

EPo(X) =

Fo(REPTa(X )
Foqr (R P X))

Dans fe cas de la K —théorie complexe, la différenticlle o de la suite
spectrale d'Ativah-Hirzebruch est donnée par le carée de Sicenrod S¢' s on
KO —théorie. la différeaticlle dy est donuée par los forinules snivantes:

di SR = g PR N = (X Z) - BT X)) = TN 2)

A = St o p EPPN(X) = HO(X:Z) o EPUVNX) = PPN 2.)

on Sq¢* désigne le carré de Steenrod et p 2 H(N;Z) = ¥ X:Z,) ost
Fhomomorphisiue de restriction induit par la preiection canonigie 2 — Zy .

Sile (M7 —complexe fini V' est saps torsion {¢’est-a-dire H(X; 2Z)
est sans torsion) alors la suite speetrale d™Atival-Hirzebrueh oo A théorie
complexe est dégénerée - coad. les dificrentictics o, sont vulles pour 1out
s 2 2 (voir [2]}). Dans le ca~ de la KO théorie. auteur a prosve dans [4]
le résultat smvant:

Proposition 1.2.1.  Soit X' un CW -complexe fini sans torsion;

alors dans la suite spectrale ¢ Ativah-Hirzebrucli associée & KO (X)) on a;

a, A" =0 pour fout p o tout s > 2 di= que g = =2 -1 (modulo
¥)

L) dP=t4ts U = pourtout p et vout 5 = 2 dés que ¢ = 0.1 (modulo
J

3. P.Hilton donne daus [6] le résnltas général suivant:
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Théoréeme 1.3.1.  Soient X un CW -complexe finf et it une théorie
arbitraire de cobomologie: alors h @ est aussi une théorie de cohomologie
ot potr teat g o a les isomorphisiies:

RUXY 6 Q= ¢ [H{AN:Q) b

e

oit la notation l" désigne B8 - cestoa dire leonoicme groupe de
corfficients de la théorie Je cohomologic b (mentionnons que toules les
fonsorisations= soml sur 2 ).

Fa utilisant Je théoreme de ilihon 131 ou obtient pour Ta i - theorie
véelle (cad, pour it = KO}

Proposition 1.3.2.  Si X st un (W -coenplexe fini. aors on a
o todit

KOTUX) L @= 1Y Z) ¢ Q)

avee pAn =0 (modulo 8.

Demonstration voir aussi [4]) Vu ];1_|n-(.)pc»it.'mn 1.2.1.. 'homor-
phizie de complexification e @ KO"(8%) — (5% est un isoworphisme
pour 1 = 0 (modulo B) et il est monomorphizme pour n =4 {mmodulo
£). _

Rappelons aussi que Fon a Pisomworphisme:

cho W (X)) Q — HYN:1Q)
ait o désigne le caractere de Chern (voir [2]). Tentant compte du fait que:
rangz KO~ "(X) = m:ngz(ir(f\'(J' YT

Lo prentat cherehé en résulte: o notation Gr( KO "(X]) désigne le group
Bt i AsmOCie:
1 B ) A i, * N
Gr(WNO "(\])) Igh = "=REN )
Remarque 1.3.3. On peut énoncer le théoréie 1.3.1. soux ia forine
sulvatte:

B\ )@ Q& B (X) 0 Q

cio 1, et 1T désignent les termes de la suite spectrale généralisée, associee
b (XY, 1 en résulte que pour tout = > 2 les différentielles d, prennent
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lenirs valeurs dans le sous-gronpe de torsion du terme £5: on obtient pour
toul & = 2 les epimorphisimes canoniques:

H (Tors ) —— Tors(H™F, = 1)

Partie 2

Le but est la démonstration d un résulta i connu de Lazarov [voir [9)):
la Z-algébre Zg graduée WOT(HS{1. k))}) est aditivement isomorphe i
une WOT{(4) algébre extéricure sur & géuérateurs.

4. Nous allows utiliser un travail de R Seyvinour sur la & f-théorie
des groupes de Lier cette théore a été introduite par Atiyah dans 1] et
elte considere les fibrés complexes & involutions. Un tel fibré est an fibré
vectoriel complexe (£.7.X) mnuni des involutions Jg et Jy sur £ et
respectivement sur X', tefles que:

a ) w OJ;..;' = J_\' 0w
b ) la restriction {(Jp)y o B, — Fier Alatibre B L au dessus du
point . € X | est semi-linéaire.

Proposition 2.4.1. Si involution de la base X est Pdentité alors
on a isomorphisme NR*(X}= NO“(X).

Preuve. Vu 'hypothése Jp est une involution semi-lindaire sur
chaque filire f7. 0 on en déduit que S est une invelution de Iespace vectoriel
réel £F obtenu par restriction de scalaires de € a4 R. Considérons: I =
{v € ERTlu) = w) (cad: F est le sois-espace propre iresponadant
a la valeur propre +1 de Jp § et soit £7 -2 X le fibré vectorivt vée! ains
défini. Puisque (£ 7. X) est fe complexifie de )7, V) il réaibie gue cotte
agsociation définit izomarphisme en question.  La proposition 2.1, esi,
démontrée.

Dans co qui suit neus nous placorons saus D hipothése de i«
proposition: rappelons maimtenaut un théorin e siructure (voir {13
adapté ala N theerie réelle.

Théoréme 2.4.2.  Supposous que Tars{ K=V =0 of que fa con
jugation * décompose le groupe abélicn KN sous la {orne

R X5 ==, i &0 w4

de sorte gue * soit la nuidiiplication par +1 {respectivemeni -1} =ur M,
(respectivement sur M_ ) et daatre part * dehange I et 77 @ en ontie soient
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Iy, € KO(X) tels que les e(hy) forment wne base pour K™[+)
(A 0 M) en tant que W5 {+) module. Alors on a: '

KOT(X)=Eqgrik(+10T
oit I designe fe NO™(+) module engendreé par les dléments oo by,

Corollaire 2.4.3.  Sous les hvpothése du théoréme 2.0.2. si

cihy oot} forment une base pour K7{+) 5 KN (X) . alors en tant que
KO moduale WOT{X) est engenedré par by h, .

Deéfinition 2.4.4.  [lue représentation linéaire complexe d un groupe
de Lie 7 est dite de type quaternionique i elle est obtenue par restriction
de sealaires (de H & C) dans une représentation quaternionique de .

Une représentation complexe de O este dite de type réel sielle este la
complexiiice (une roprdsentation réelle de O .

Lemme 2.4.5.  Toute représentation de type quaternionique ot de
dimension finie d’un groupe de Lie compact. (7, est auto-conjuguce.

Uine démonstration du lenmne 4.5, est donnée dans [5].

C'onsiddérons a présent. Mannean des représentations du groupe sy
plectique Sp{n) et soit p, la classe de la représentation on Lonte matrice
A€ Sp(n) opere dans €7 comme la multiplication & gauche par M
désignons par o = Mp, laj ieme puissance extérieure, avee j = 1, ....n.

Proposition 2.4.8. La conjugaison sur RSp(n) est Pidentite.

Démeonstration. Vu le lemme 2.4.5. il suflit de moutrer que p,
est une représentation complexe de type quaternioniques: le résuital s'ensuit
immdédiatement du fait que les a, avec i = 1., n, engendrent 'anncauy
1Sp(n) (voir [R], page 193) el de plus la conjugaison est un homomorphisme
d’anneanx.

Soient [ un espace vectoriel de dimension complexe paire et p,
Splin) — Aut (£} posons dimn. £ = 2n el on constdére J @ /7 = E une
anti-involution semi-linéaire définie par: J{e,) = e,4, pour | <i < n et
Heidb= =, st n <P < 2nLobles ¢; {avee i = L.....2n) forment la base
de .

En wtilisant J on délind sur £ une structure d'espace vectoriel qua-
termoniegite & gasche:

(V1) = As+ud(z) avec At+pje Het z 8 K

Fusiite soit M’ F x [7 ~— C la forme antihermitienue définie par:

Hron=H{J),y) +yek
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ot I désigne la forme hermitienne usuelle sur Fespace de la représentation
E 2= C*" de p, . Tenant compte de la définition de p, il résulte que toute
M e Sp(n) CU(2n) est une isométrie de ', Cest-A-direr MJ = .JM :on
en déduit que la muliiplication par M définit un H-antomorphisme de [
(muni de sa structure quaternionique). La démonstration de la proposition
2.4.6. est ainsi achevée.

5. Aflin que rappeler le résultal de Roux sur fa A théorie complexe
des variétés quaternioniques de Stiefel, notons par . () Vidéal d'anginen-
tation de I"application:

RSp(n) — R{l} = Z

induit. par 'mclusion. de sorte que: 1RSp(n)
le novau de I'homomorphisme:

Aappn) 9 Z et P va designer

RSp(n)y — RSpln — k)

induit par Uinclusion de Sp{n — &) dans Spin): alors les représentationa

virtuelles 7, = mi(p,) de Aquy avee 0 < ¢ < n sont définies telles que
RSpin) = Z[A (po). ... N (p.)] s'identifie comme Z algébre suplimentée &
la Z algtébre Z[ry,....m,] et de plus les éléments w (p,) avee n =k + 1 <

i < noappartiennent a 2 (voir [11]).
Nons pouvons énoncer e ;
Théoréme 2.5.1.  (Roux| I'n tant qualgéhre Z, -graduée,

K=(HS5(n. k) est somorphe a Palgéhre extéricure Ap[m,_ppy..
chaque m; est de degre 1.

T ,L] . CH}

Roux a également montré que les classes de A théorie respoctivement
associces aux m; par fisomorphisme de ci-dessus provient de lirmage de
fvoir 1.1}, De plus chaque 7, est de la forme &, - dega, . ou &, ext une
représentation irréduetible et deg#; son degré: conpue Visomaorphisme de
periodicité complexe 3 est additive et 3(n) = 0 pour tont w < 7 (vair [7].
page 8) il s'cosuite ques

NT(HS(n by = A [ (Fuky). o d0m, 0]

en tant que groupes abéliens.

Fantilisant naintenant la proposition 2,06, i vesulte que les 1, {avec
F=n—hdlon) et par site les (7)) sont anto conjugndes, On on deduit
que la conjugaison sur K (HS{n k) estoanest Videntité,

e p - b P <
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Remarquons & cette fin que les représentation irréductibles #)i sont
ou bien de type véel on bien de type quaternionique: la preave sé repose sut
le fait quiils sont anto conjugnées {voir [12], proposition 3.1.).

6. Ddévignons par 1 Visomorphisme K HFY(XN) 2 KOY(X) ot par
he WHN) — KN(X) 1a complexilication naturelle ; nous avons la relation:

it h(y) = (eo){y) pour tonut y € WH{X)
(voir [12] lennne 5200 olt gy est un élément inversibil de la Z algébre
K(F) . plus précisément gy remplit la condition ! =1,

On identifie fount » € K*(X} a 'élément 1 5o de K™ (+)
el ators [a relation de ci-dessus devient:

B ()

{6.1) L b)) =700 feo i) pour tout y € I\'H_I(X)

en utilisan que py? = 1.

Pour détermine la strocture additive du groupe KO (HS(n, k)}) nons
allons montver que les dléments (&), avee n —k + 1 < i < n. sont des
complexifications de classes réelles.

Vi la remarque faite du paragraphe précédent, soit 7, est la com-
plexification d'une représentation réelle de Sp(n) ¢t on a B(#;) = e(c)
avee ;€ NOTYHS(n. k). soit 7 est de type qualerncinique et on
peut cerires 3{&;) = h{y) avec y; € KH_ | (HS(1.k}) pour un certain
i=n—~k+1...0.

Alors la Tormule (6.1.) prend la forme:

-~ 2 .
b (i) = p (1 (o ()
on notant par ] les &, qui sont de type réel et par " les #, qui
sont de type quaternionique: nous obteron:

R pit g Ate] yd(al )bty =

Ipg1 !

t6.2) (ﬂjl]rl—fl(l celag,) - 'f'(J'i,,)("O")(.’Ii,,ii oo (re ”(m'r =

= (12 ey, el Wiy, )t )

Tip <y S p< gt 1 < pL< <o,

Vi ke théareme 2.5.0. les mondmes du imembre gauche de 1a formule
16.2) fornent nue base dn A7 (+) module K*(4) 0 N (HS(n. k}i . base qui
et eanstituée par des complexifices de fa classes réelles. n conséquence on
peut applicpuer le coroltaire 2.0.3. o1 nous avons done dimantre le:
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Théoreme 2.6.2. lLe Z alechre Zp eraduce NOTUHS(n k) est
isomorphe, en tant que groupe abdlicn. & Palgchre extericure sur - génera-
teurs Ny (e 0045))

Partie 3

7. 10 nous appuyant sur la structure Ze-gradnce de NOTUHS (0 by
nows sotes maintenant en mesnre détablin le resultat principat deoce tra-
vail:

Théoreéme 3.7.1. La suite spectrale d Ativah-Hirzehruch associce &
RO THS (1. 1)) est dégendrée et on ales isomorphismes de gronpes abdliens:

NOTHS(n k) = FHHS (k) = 1 (HS (kY

pour tout g =40.1..... i

Démonstration. Puisque HS{n. &) est un OV complexe fini sans
torsion (sa eohomologic entiére étant une algebre extericure engendrée par
b cléments) nous ponvons appliquer les résultats énonces daps L2 et 1.3,
O obtieat:

RS

Tors FotHS (k) = [Tors KOT(S) = (Z))

parce que Tors KO (8%) = (Z3)° voir le tablean de 1.1

Dantre part. la remargue 1.3.3. nous doune:

Tors 7o (HS(n WYV =(Zy)" avee v < 2/

v le théoreme de Roux 25000 ot Lo proposition 1.2 1. ta torsion de fa
I théorie reelle de HS[n k) est 2 torsion; enfin b theoreme 2.6.2,
periiet déerire:

nous

Tors KOT(HS (0. k) = 12y)"
Foa utilisans maintenant le monocmorphisme canomigne:
Critors KO (HSn. k))) —» Tors GriNOTTHS £
nous cn obtenons les inégaliteés:

Gk -

(7.1) row 2R
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Goin il vient que Tors B (HS(n k) = Tors E (HS(n.#)); tenant compte
de L torsion de AOTSY) ) la derniere égalité siguifie que les différenticlles
grmsata =g @t sont nulles pour tout p et tont s -~ 2 desgue g = -1, =2
medulo X}, Fn combinant ce pésultat avee Ja proposition 12,20 on obtient
momarphisme:

PLHS (k) = EL(HS (k)

est B dire la premicre partie du théoreme a é1¢ prouveée.
Les inégalités (7.1) vons donnent anssi que fors £ (HS{n &), -
Tors WO (HS (. k) et en utilisant de nonveau les tmonomorphizines
FHIOTHges:

Gr(Tors KOTHS (. k))) — Tors B9 (HS{n i)

our o= Gl 7. oon en déduyt que FIHS (e k) RO THS (0 kY et

ROHS (i, k) ont la téme torsion pour tont g Qrdapris la proposition

320 WOTCHS(n k) et EICHS (0 k)) ont aussi les parties Tibres isomor-

phies pour g = 0,1 75 enfin vicun probleme Fextension de groupes on
rang, T {HS (0 k) = rang, KO HS {0 k) pour tout 4.

Vinsi le thooréme 3704, a oté demontré,
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ON FUZZY CONTINUITY

BY

A AALLAM

1. Introduction. The concepts of Muzzy alinost continuity and fuzzy
weakly continmity defined by Azad [3] were introduced by Yalvae [8] by using
the concept of quasi-coincidence. Also Allan and Zahfan [1] introduced and
stidied the coneept of fuzzy & continuity by using the concept of quasi
coincidence.

The purpuse of this paper is to investigate the interrelation among
these concepts. T Section 3 we show that both fuzzy continuity and fuzzy &
conthinnty (resp. fuzzy weakly continuity and fuzzy almost continuity Type
H) are independent.  Also we prove that fuzzy almost continnity implies
fuzey B-continnity. In Section -1 we investigate sone properties of § closure
and @ closure,

2. Preliminaries. Throughout this paper X and Y mean fuzzy
topological spaces (fts, s, for short). The value of a fuzzy set 1 at the
element o of X will be denoted by A (&), P € A means that a fuzzy point
P takes its non zero value in (0,1] at the support =, and p(r,) < Afx,)
[5]. The definitions of fuzzy sets, fts, s and other concepts can be found in
[1.9]. The words “Tuzzy”, “quasi”, “neighborhood™ will be abbreviated as
S0 and cnbd” respectively.

Definition 2.1. Let A be a furzzy set of a fts X', then
(i) s called f. regular open [3]if 4 = (4)°.
(ii) Vis called [, semiopen [3]if there exists a f. open set V' such that
V< 4 < VL The family of all [. regular open sets will be denoted by

RO(Y).
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