cardA, A finita VA C

1. Fie 2 P(N) = [0,00], u(4) = { +00, A infinitd (numarabila) =

N.
Ardtati ca p este o masurd pe P(N), numita mdsura de numdrare.

Rezolvare. Verificam axiomele masurii:
i) Evident, u(0) = 0 < co.
ii) Fie un sir oarecare de multimi (4,), C P(N), A, N A, = 0, m # n i fie

A= °L3 An. Trebuie si ariitam ci u(A) = z ((Ay).

Cazul I. Dacd multimea A este finita, intrucat A = U An, rezulta ca A,
este finitd, Vn € N. Mai mult, exista ng € N astfel ca A = (,Yn > ng. Prin
urmare, A = 'UoAi'

=

Aceasta implicd p(A) = card(A) = card( A A;) = anrd( i) (definitia

sumei pentru numere cardinale, multimile 4;,7 = 0,ng ﬁlnd d1s3uncte doua cate
dous). Dar u(A;) = card(4;),¥i = O,mg, deci p(A) = Sop(A) = 3 p(An)

i=0 n=0
(deoarece A, = 0,¥n > ng, deci u(A,) = 0,¥n > ng).

Cazul II. Dacd multimea A este infinitd (numéarabild), atunci p(A4) = oo.
Identificam doua subcazuri:

II.1. Daca existd ng € N astfel ca multimea A, sd fie infinita, atunci

w(Ap,) = 00, deci cu atat mai mult > p(A,) = oo = u(A4).
n=0

II.2. Dacd Vn € N, mul‘gimea A, este finitd, atunci Vn € N, u(4,) =
card(Ay). In plus, intrucat A = U An iar multimea A este infinita, 3 un subsir

(ng)r C N astfel ca A,,, # 0,Vk 6 N Aceasta Inseamna ca Yk € N, card(Ay,) >
1,Vk € N.

Prin urmare, > u(A4,) >
n=0 k

3 1(An) = 00 = p(4).

Cu aceasta rezolvarea se incheie.
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H(An) = 3 card(An,) >

0 k=0 k
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1 = o0, de unde
0

2. Fie X = {a,b,c}(a # b # ¢ # a) si p* : P(X) — [0,00],u*(A) =
0,A=10
1,A#£0,A# {a,b,c}
2, A ={a,b,c}.
Aratati ca:
(i) pu* este o masura exterioars;
(ii) Determinati submultimile lui X care sunt p*-méasurabile.

Rezolvare. Amintim urmatoarele:



Definitie. Fie X o multime oarecare, nevida. O functie de multime p* :
P(X) — [0, 00] se numeste masurd exterioard dacd sunt indeplinite conditiile:
i) p(0) =0;
ii) p* este izotona, adica p*(A) < pu*(B),VA,B C X, cu A C B;
ili) p* este numarabil subaditivd, adicd p*( (EJOOAn) < S pr(A4,),Y(Ay)n C
n= n=0

P(X).
Observatie. Orice masura definita pe familia tuturor partilor este masura
exterioara. Reciproc, orice masura exterioara finit aditiva este masura.

Observatie. Orice multime de masura exterioara nuld este méasurabila.

Definitie. Dacd X este o multime oarecare, nevida, iar p* : P(X) — [0, o]
este 0 masura exterioara, atunci o multime A C X se numeste p*-mdsurabila
daca VI C X, u*(T) = p* (T N A) 4+ pu*(T N cA).

Notam cu M familia tuturor multimilor p*-méasurabile. Se arata ca M este

o o-algebra iar u;M este 0 masura, numita masura indusa de mdasura exterioard
*

wr.
(i) Observam ca:

i) 1 (0) = 0.

i) Aratam acum cd p* este izotona. Fie A, B C X, cu A C B. Identificim
urmatoarele subcazuri:

I. Dacd B =0, atunci A = 0, deci pu*(A) = 0 = p*(B);

II. Daca B este multime formata dintr-un singur element, de exemplu, B =
{a}, avem subcazurile:

- A=0,deci p*(A) =0<1=p*(B);

- A ={a}, deci p*(A) =1 = p*(B);

III. Daca B este multime formatd din doud elemente, de exemplu B = {a, b},
avem subcazurile:

- A =10, deci p*(A) =0 < 1= p*(B);

- A={a} sau A = {b}, deci p*(4) =1 = p*(B);

- A ={a,b}, deci u*(A) =1 = pu*(B).

IV. Daca B = X (= {a, b, c}), avem subcazurile:

- A=10, deci p*(A) =0 < 2= p*(B);

- A={a} sau A = {b} sau A = {c}, deci p*(A) =1 < 2 = p*(B);

- A={a,b}sau A = {b,c} sau A = {a,c}, deci p*(A) =1 < 2= p*(B);

- A ={a,b,c}, deci u*(A) =2 = p*(B).

iii) Aratam acum cd p* este numarabil subaditiva. Fie deci un gir oarecare
o0
de multimi (A4,,), C P(X). Ardtam ca p*(4) < > p*(4,), unde A = OLjOAn.
n=0 n=

Identificam urmatoarele subcazoléri:
CA=0, deci jH(A) = 0< 3 pr(An);
n=0



- A este multime formatd dintr-un singur element, de exemplu A = {a}.

Atunci p*(A) = 1. In plus, intrucat A = oL<J>0An, rezulta ca exista ng € N astfel
n=

ca A, = {a}, de unde > p*(A,) > p*(4n,) = 1= p*(4);
n=0

- A este multime formata din (igué elemente, de exemplu A = {a, b}. Atunci
w*(A) = 1. In plus, intrucat A = nLiOAn, rezulta ca avem urmatoarele subcazuri:
+3no € Nastfel ca A, = {a,b}. Atunci 3> p*(An) > 1 (Any) = 1 = p*(A);
* Ing € N astfel ca A,, = {a} si HnlngoN astfel ca A,, = {b}. Atunci
1 (An) 2w (Ang) + 1 (An,) =14+1>1=p"(A);
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0
- A = {a,b,c}. Atunci p*(A) = 2. In plus, intrucat A = (EJOOAH, rezultd ca

n=

n

avem urmatoarele subcazuri:
(o]

* Ing € N astfel ca A,, = {a,b,c}. Atunci Y u*(A4,) > p*(4A,,) =2 =

=0
p(A);
* dng € N astfel ca A,,, = {a}, In; € N astfel ca A,,, = {b} si Ins € N astfel

ca A, = {c}. Atunci ) p*(An) 2 " (Ang) + 1 (Any) + 0" (Any) =1+1+1>
n=0

2= p*(A);
* dng € N astfel ca A,,, = {a}, In, € N astfel ca A,,, = {b,c} (si variantele

similare). Atunci > pu*(An) > p*(Any) + 1 (Ap,) =14+ 1=2= p*(A);
n=0
% Ing € N astfel ca A, = {a,b}, Ini € Nastfel ca A,,, = {b, c} (si variantele
similare). Atunci > p*(An) > p*(Any) + 1 (Ap,) =1+ 1=2=p*(A).
n=0

In concluzie, p* este numarabil subaditiva si rezolvarea se incheie.

(ii) Deoarece M este o o-algebri, rezultd ca X = {a,b,c} gi () sunt mulgimi
w*-masurabile.

Studiem acum dacd multimile punctuale (formate dintr-un singur element)
sunt p*-méasurabile. Fie agadar, pentru a face o alegere, A = {a} si fie T =
{a,b}. Atunci p*(T N A) = p*({a}) = L, pu*(T NcA) = p*({b}) = 1, deci
p(TNA) +p*(TNcA) =1+1+# 1= p*(T). Prin urmare, multimile punctuale
nu sunt p*-masurabile.

Studiem acum daca multimile formate din doua elemente sunt p*-masurabile.
Fie agadar, pentru a face o alegere, A = {a,b} si fie T = {b,c}. Atunci
p*(TNA) = p*({b}) = 1, p*(TNecA) = p*({c}) = 1, deci p*(TNA)+p*(TNcA) =
1+1#1=p*(T). Prin urmare, multimile formate din doua elemente nu sunt
w*-masurabile.

In consecinti, singurele multimi p*-mésurabile sunt X = {a, b, ¢} si 0.

3. Fie X o multime oarecare gi u* : P(X) — [0,00] o masura exterioard
arbitrard. Aratati ca A € M dacé ¢l numai dacd Ve > 0,3E,, F. € M astfel
incat F. C AC E. si u*(E\F:) <e.



Rezolvare. Necesitatea. Daca A € M, Ve > 0, fie E.,F. = A(e M).
Atunci F, = A= E, si p*(E\F.) = p*(A\A) = p*0) =0 < e.

Suficienta. Pentru Vn € N*| fie ¢ = % Atunci Vn € N*, JE,,, F,, € M 1ncat
F, CAC Eusi p*(B,\F,) < %

Fie I = OLjOFn,E = OrjOEn. Deoarece (Ep)n, (Fn)n C M, iar M este o o-
algebri, rezultd ¢ E,F € M. In plus, F C A C E si (?jooEn)\( OLjan) -
E\Fy, Vn € N', deci w*(B\F) = p*(( A E\( U Fo)) < p*(Ea\Fy) <
1 vn e N,

Facand n — oo, rezultd cad p*(E\F) < 1i_>m 1'=0, de unde p*(E\F) = 0.

Intrucat A\F C E\F iar p* este izotoni, rezultii ci pu*(A\F) < p*(E\F) =
0, deci p*(A\F) = 0. Prin urmare, conform observatiei anterioare, A\F € M.
Deoarece F' € M iar M este o o-algebri, rezultd cd A = (A\F)UF € M.



