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Capitolul II: Serii de numere reale

1 Definitii; proprietati; operatii cu serii
Definitia 1 Se numegte serie de numere reale o sumd infiniti de pumere
apt+ag+az+ -+ ap_1+ap F 1 + .

Se va nota prescurtat gi cu

&S]
E Qnp, , E Ay SAU CU E Ay, -
n=1 n

Numerele a1, a2, as, ..., Gy, ,...Se numesc termentiserieiiarsirul format cu sumele
S1 = a1, 5 =yt ay, Sz =a1+az+as,
n
Sp = ar+aytayt---+a, = E ag ,
k=1

se numegte sirul sumelor partiale.

Exemplul 2 Si considerdm un segment delungime 2. Punctul de la mijloc va impdrti segmentul in doud
parti de lungime 1. Apoi, pentrpsegmentul din dreapta, punctul de la mijloc va impdrti segmentul in doud
pdrti de lungime 1/2. Continyang,procedeul obtinem ci segmentul initial este compus dintr-o infinitate
de segmente de lungiriie 1,1/2,1/4,1/8,1/16, . . .(vezi desenul).

Deci lungimea segmentului este'suma lungimilor sub-segmentelor obtinute, adici

il ity
2748 o

> ()

n=0

2

Definitia 3 Spumemn cil Y~ | a, este serie convergentd dacil sirul sumelor partiale (S,),, este un sir

cowergent. Daci Sieste limita sirului (S, ),, atunci S se va numi suma seriei $i vom scrie ci

i a, = S.
n=1

Dacii (S,,),, are limitd infinitd, atunci seria dati se numeste divergenti.

Exemplul 4 Seria > ", 1 este divergenti deoarece sirul sumelor partiale asociat nu este convergent.
Intr-adevir,
Spy=141+-41=n——>3cc.

n—oo
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Exemplul 5 Seria )~ | n este divergenti deoarece sirul sumelor partiale asociat nu este convergent.

Intr-adevir,
1
Sn:1+2—|—---+n=n(n+ ) 00.

2 n—00

Exemplul 6 Si avem in vedere Exemplul 2. Avem seria

)

n=0
iar
1 3 1 @ 7
Sl ;SQ +2 2a 53 +2+3 47
S, = 1+1+1+ +1
"o 2 3 on

Din egalitatea evidenti

"t =" = (a—b) (" +a" b+ a" 70 4 - - b R ab" !+ b")

obtinem cd
1_qn+1

14+qg+¢+-+q¢" = - , VgeR, g # 1.
Deci, utilizind ci (%)n —— 0, deducem ci

n—oo

i
11 IS NI 1-0
Sp=1+-+ -+ F—= 2 =2
ottt el

adicd

SNl -2

n=0
Exemplul 7 Seria Y, (—1)" are gitul sumelor partiale dat de
n 0, n par,
Sp = Z (_1)k = { .
=0 1, n impar,
adici sirul (S,,),, estegdivergent (nuaré limit), deci seria Y~ , (—1)" este divergentil.

Exemplul 8 Cele doud exemple dednai sus sunt cazuri particulare ale seriei geometrice
o0
> g,
n=0

unde q este un numdr fixat.

Dacit g =8l atunei,y "~ 1 are sirul sumelor partiale S, =1+ 14 -+ 1 =mn — oo, deci >~ ;1
este divergentd.

Dacii g # 1 atumei Y~ q" are limta sirului sumelor partiale datii de

» » =g, dacd |q| <1,
1—4g" 1 —lim "
lim S, =0ih (1+q+¢>+--+¢") = lim T _ noood ) 4o, daci ¢ > 1,
n—00 n—00 n—oo 1 —gq 1—¢q
nu 3, daci g < —1,
adici seria geometrici
v 1 o
i = convergenti cu suma 1—, daci |q] < 1
"0 divergent, daci |q| > 1.
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Exemplul 9 Fie seria

i 1
— (n—1)n
Evident ) )
- — =, VkeN.
E-—Dk k-1 k= "€
Deci
Sn=wtayto b tan=G -+ G-DE-D o+ @) (1)

= (sumd telescopicil) =1 — L ——— 1.
n—oo

Deci seria este convergentd gi
o0
> =
— (n—1)n
Exemplul 10 Studiati natura seriei
— 1
> I (1 + )
n=1 s
(sirul sumelor partiale va fi tot o sumd telescopicdifeu limitayt-od):

Remarca 11 Dacii S este Loo atunci vom putea sctie ci

oo [oe)
Z ay, = oo\(respectiv Z a, = —00).
n=1 n=1

Propositia 12 Daci la o serie adidugidm sau inldturdm un numdr finit de termeni atunci seria obfinutd nu
isi schimbd natura.

Exemplul 13 Are loc

2 convergentd, daci |q] < 1
Y=\ ) 3
divergentd, daci |q| > 1,
iar, in particular,
) = S) —1=2-1=1.
() =% 0)

Propositia 14 (Conditie.nécesari de convergenti a seriilor) Dacd seria Y. | a, este convergend
atunci sirul (a,,),, abtermenilor sii este convergent la 0.

Demonstratie. Intr-adevar, din definitie S,, — S,,—1 = a,, iar dacd seria este convergentd atunci

Sy =—— S. Decilexista limita sirului (a,),, si
U adee]

lim a, = lim (S, —Sp—1)=5—-5=0.
n—oo n—oo
Corolarul 15 Daci sirul (a,,),, nu este convergent la 0 atunci seria Y, a,, este divergentd.

Exemplul 16 Seria Y - | 1 este divergentd deoarece sirul termenilor (1), nu tinde la 0 (a,, =1 ——
n—oo
1).
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Exemplul 17 Seria }_,°_ | n este divergentd deoarece sirul termenilor (n),, nu tinde la 0 (a,, = n ——

n— 00
00).

Exemplul 18 Seria 300, (1 — 1)" este divergentii deoarece sirul termenilor nu tinde la 0 :

1 n
an = (1—) — el
n

Remarca 19 Daci sirul (ay),, este convergent la O atunci nu putem spune nimie,desprenconvergenta
seriei y >~ ap .

Exemplul 20 Vezi Exemplul 10. Seria 7", In (14 1) diverge dar In (1 1) —-2 0.

n—roo

Exemplul 21 Seria Y_,° | L este divergentd (vezi Exemplul 49) dar fermenul General al seriei a,, =

L0, pe cand seria Yo7 | L este convergentil (vezi Exemplul 49) iar termenul general al seriei

n n— oo

1
CI/n:?—)O.

Teorema 22 Dacil seriile Y, | ay, iy~ by, sunt convergenteisi au sumele S respectiv T, atunci:
a) Seria Y| (ay, + by,) este convergentd si are suma S T.
b) Seria Y -, aa,, este convergentd si are suma oS, unde '@ € R.

Demonstratie. Vom nota sirul sumelor partiale pentru cele doua serii cu (.S,,),, respectiv cu (7,),,.

Atunci seria sumd Y | (a, + b,,) are sirul sumelogypartiale dat de (R,,),, unde R,, := S,, + T),.

Din convergenta seriilor date obtin cd R, ——= S + T/ adica 52 (an + by) este convergentd
n— o0

n=1
cusuma S + 7.
Similgor, seria ) - | aa, are sirul sumelor parotiale datde (R,), unde R,, := a.S,,. Din convergenta
seriei ) .~ | a, obtin cd R, —— S, adicdy} ., aa, este convergenta cu suma o.S. u
n— o0

2 Serii cu termeni oarecare

Teorema 23 (Criteriul lui Dirichlet) Daci#>" >, a,, este o serie care are sirul sumelor partiale mirginit

o0
si dacii (by,),, este un sir descrésciter si convergent la 0 atunci seria ) an,b,, este convergenti.
n=1
(Fdrd demonstratie)

Exemplul 24 Folosind eriteriullui Dirichlet si se determine natura seriei y ., MR . #Fkm keZ
Intr-adevir, avem
>, sinnz > 1 >
Z = Zsinnﬂc~ o= Zanbn
n=1 n=1 n=1
| 1
unde a,, = sinnrpby = —.
n
) 1 1 . . - .
Evident b,, =p— > —— = b,41 adica (by,),, sir descrescitor si lim b,, = 0. Pe de altd parte avem
n n+1 n n—00

cil Y07 amareé sirul sumelor partiale asociat ei dat de

S, =sinx +sin2x +sin3x + - - - + sinnx
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Aceasta suma o vom calcula astfel:

Sh 51115 :smxsm§ —|—s1n2xsm§ —i—---—l—smnxsm§ =

1 x x T T
— [cos(x—f)—cos($+7)+cos(2x—§)—cos(2x+f)+

2 2 2 ?
T T
+---+cos(mc—*) —cos(nx—f—f)} =
2 2
1 T 3z " 3z o +t
= - |cos— —cos— +cos— —cos— +---
272 2 2 2
on — 1 2n+1 ! 2n 1
Deci
@2n+1)z
c0s§ — cos 9 T
Sn— ) vi#kﬂ—’kez
2sin — 2
Avem )
cos & —cos 2ntbz ‘COS£}+‘COSM|
_ 2~ CO05 < 2 y
|Sn| 2sin & - 2|Sin%
< ‘cos%‘-ﬁ-‘COS W| < nltl b Vn €N
= 2[sin 2] A CTEIRNE TR
1

deci (S,,), miarginit (deoarece marginea nitdepinde de n € N). Obtinem din criteriului lui

lSlIl 2|

S 1
Dirichlet cd )", sinnx — este convergenti.
n

n=1

Exemplul 25 Folosind criteriul lui Dirichlet si se‘determine natura seriei y ., s
n

Teorema 26 (Criteriul lui Abel) Paci Y557 | a, este o serie convergentd si daci (by,),, este un gir mo-

noton i mirginit atunci seria Yo~ | by, este convergent.

Demonstratie. Din teorema liti Weierstrass avem ci sirul (by,),, este convergent, adici 3 lim b, = b. Si
n—oo

presupunem ci (by,),, este sir crescaton(similar se va trata cazul descrescitor). Atunci

ianbn = ian(bn —b)+ ianb: —ian(b—bn)—kbian ) 1)
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

Dar seria >~ 4, estelcouvergentd, din ipotezd, iar seria Y-, an, (b — by,) este convergentd aplicdnd
criteriul lui Dirichlet. Intr-adevir, seria Yoo | a,, are sirul sumelor partiale mirginit (deoarece este serie
convergenti) sin(b —\bw),, este un sir descrescitor si convergent la 0.

Deci seritle Y3o i an (b —by,) si Yo | an, sunt convergente si deci, utilizand Teorema 22 gi relatia (1),
deflucem cit serig Y o | anb, este convergentd. [

‘ L . . X 1
Exemplul 27 /Folosind criteriul lui Abel si se studieze convergenta seriei » o i

n=1

Intr-adevdir, avem

oo o0
cosn, n+1
E In * = E anbn
n n
n=1 n=1
cosn n+1
unde a,, = ——, b, =1n
n
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. cosn y L o
Avem ci Y07 | —— este convergentil conform criteriului lui Dirichlet. Pe de alti parte, deoarece
n

functia In x este crescitoare,

1 1 1 2
b= (142 s (14— ) =m 22 g,
n n n+1 n+1

deci (by,),, este sir descrescitor si lim b, = In (1 + 0) = In1 = 0 deci, din convergentd, avem cd sirul este
nk— oo

o0
si mdrginit. Suntem atunci in conditiile Criteriului lui Abel deci O +

n=1 N

este convergentd.

Teorema 28 (Criteriul lui Leibniz) Fie seria Zoo_l (=1)" a,, astfel ineit (a.,), este ungir descrescitor
la O (deci un sir de termeni pozzth) Atunci seria alternatd y ", (—1)" anfeste convergenti.
Demonstratie. Seria 3| (—1)" are sirul sumelor partiale marginit.

Intr-adevdr,
n
. ko 0, wpar,
Sn _1;( 1) _{ -1, n impar.

Deoarece (ay,),, este un sir descrescitor la 0 avem ci putem aplieaicriteriul lui Dirichlet si obtinem conclu-

zia: seria Y-, (—1)" a,, este convergentd. [
Jo%) (_1)'IL
Exemplul 29 Folosind criteriul lui Leibniz si se studieze\convetgenta seriei » |, ~——— :
n=2 n
Avem

o0 n

NG S SIE
= n=2

n=2

1 . ; 1 A1 . < (=1)"
unde a,, = —. Este evident ci sirul <> descregte si*lim — = 0 deci seria alternatid (=1) este
n n

n n oo, n=o N
convergentd.
S . . & (=1)"Inn
Exemplul 30 Folosind criteriul lui Leibniz sd se studieze convergenta seriei y , ~—————— :
n=2 n
Avem
oo oo oo
) N )
n=2 n=2 n=2
Inn
unde a, = —.
n

. ) I . 1 . > (=1)"
Se stie cd sirul (M) descreste si lim B _ 0 deci seria alternati > ()711” este conver-
n n—oo N — n

n n=

gentd.

3 ,Serii absolut convergente

Definitia 31 Spunem ci seriay .- | a,, este absolut convergentd dacil seria modulelor Y |a,| este
convergentd.

Exemplul 32 Seria Z;O:o (_2}3" este absolut convergentd, avind in vedere cd seria modulelor
o0 o0 n
1 Z ( 1 )
n=0 2 n=0 2

este convergentii (este seria geometricd scrisd pentru ¢ = 1/2).

oo

> 15

271
n=0

n
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Exemplul 33 Seria 3°7° | =0 este absolut convergentd, avand in vedere cii seria modulelor

oo
n=1

este convergentii (este seria armonici generalizati scrisd pentru p = 2).

(oo}

1
:Zﬁ

n=0

(="
n2

00 . 2
Exemplul 34 Seria ) *X* este absolut convergentd. Intr-adevir,
n=1

1
_ﬁv

sinn

Vn

n2

o0
iar seria Y 2 este convergentd.

n=1

Teorema 35 Orice serie absolut convergentd este convergenti
(fird demonstratie).

Definitia 36 O serie care este convergentd dar nu este abselut conwergentd se numegste serie semicon-
vergentd.

Exemplul 37 Seria Y7, % este convergentd (eonformycriteriului lui Leibniz) dar nu este absolut
convergentd. [ntr-adevir, seria modulelor

(=l

n

oo o9 1
ML
n=

este divergentd (este seria armonicd generalizati scrisii pentru p = 1).

Exemplul 38 Seria Y (—3)" nulestenici convergentd (este seria geometricd scrisi pentru g = —3) si
nici absolut convergenti (seria modulelor YSod, [(—=3)"| = >0, 3" este divergentd; este seria geometrici
scrisd pentru g = 3).

Remarca 39 Conformdefinitiei absolutei convergente a unei serii observim cd trebuie sd studiem convergenta
unei serii cu termeni pozitivi (seria modulelor). In acest caz vom folosi criterii speciale prezentate in
sectiunea urmitoare.

4 Serii cu texmeni pozitivi
Teorema 40 (Fie seria,y . ay, astfel incit a,, > 0,Vn € N*. Atunci seria ori converge ori are suma infinit.
n=1

Demonstratie. Fie (5,,) sirul sumelor partiale asociate seriei. Deoarece seria este cu termeni
pozitivi, atunci'sirul (S,,) este pozitiv si monoton crescdtor

S7L+1 =Sp + Ont1 2 Sn ,VTL €N.

Deci 3 lim S,, care este finitd dacd sirul (S,) este marginit superior, si respectiv +o00 daca sirul
(Sp) este nemdrginit superior. m
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o0 o0
Teorema 41 (primul citeriu de comparatie) Fie seriile > a, si Y by, astfel incdt a,, b, > 0,Vn €

N*. Presupunem ci 3N € N astfel incat
QA < bn,VnZN~

Atunci
o0 [e.e]
(a) daci seria Y, by, este convergentd atunci si seria » . a,, este convergentd.

n=1 n=1

o0 o0
(b) dacd seria >, ay, este divergentd atunci gi seria ) by, este divergenti.
n=1 n=1

Demonstratie. Avand in vedere cd primii N termeni ai unei serii nu conteazg,(adicd nu schimba

o0 o0
natura unei serii) vom studia seriile > a, si >, b,. Fie (S,) si () sirurile sumelor partiale
n=N n=N
asociate celor doud serii. Sd observ cd, deoarece seriile sunt cu termeni pozitivi, atunci sirurile

(Sn) si (T,,) sunt pozitive si crescdtoare. Deci 3 lim S,, si"3 lim Ty)care sunt finite dacd sirurile
(Sn) si (T,,) sunt marginite superior, si respectiv +oco daca simurile (Sp)s$i (7,,) sunt nemdrginite
superior.
oo
(a) Dacd > b, este convergentd avem ci (T7,) este sir convergent (3 lim T;, si ea este finitd);
n=N

deci sirul este marginit superior. Dar S,, < T,, deci sif(Sp) este marginit superior, prin urmare 3
lim S,, finitd, adica sirul este convergent.

o0
(b) Dacd ) ay, este divergentd avem ca (.9, )leste sinemarginit superior (3 lim S, si ea este
n=N
infinitd). Dar S,, < T, deci si (T,) este nemarginit superior, prin urmare 3 lim 7;, = +o0, adica
o0
sirul este divergent si deci ) b, este/divergenta. |

n=N

o0
Exemplul 42 Seria armonicii generalizati >, 5 \(s€risd cu p = 2) este convergentd. Intr-adevir
1 n
n=

1 1 1
a, =A== < = b 5 Vn > 2
"R\ nm ~ n(n-—1) " -
(oo} [ee] (oo}
Dar seria > b, = > ﬁ este convergentd conform Exemplului 9, deci si seria Yy 5 este tot
n=2 n=2 n=1
convergentd.

Exemplul 43 Are log'sivnegalitatea

1 1 1

— < < — > 2.
n(n+1) — *n(n—l)’vn*

n2

0 &9 o
. . 1 . 1 . . 1
Deci seriile '} ) W o > w2 sunt majorate (termen cu termen) de seria > AT ¢
n= n= n=

o0 o0
(evident, pentru seria n(n1+1) =3 (% - #1) se poate calcula ugor sirul sumelor partiale),
n=1 n=1

o0
Exemplul 44 Seria armonici generalizatii Y L (scrisit cu p = 1) este divergentd. Intr-adevir, se poate
n=1
ardta cd

In(l+z)<z,Ve>-1
deci avem
1 1
an:1n<1+> < —,Vn>1.
n n
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1

o0 o0 o0
Dar seria Y a,, = Y. In(1+ 1) este divergenti conform Exemplului 10, deci si seria Y, 2 este tot
n=1 n=1 n=1

divergenti.

o0 o0
Teorema 45 (al doilea citeriu de comparatie) Fieseriile > a,si > by, astfel incit a,,b, > 0,Vn €
n=1 n=1
N*. Presupunem ci

I lim 5% = XA € [0, +00] .

[z de ] n
Atunci - -
(a) daci X € (0,00) atunci Y, a, ~ > by, (seriile au aceeasi naturi).
n=1 n=1
(b) dacid X\ = 0 atunci (by) dacd >, by, (C) = > ay, (C)

n=1 n

=1
(by) dact ij; an (D) = f; b (D),

(¢) dacit A = oo atunci (1) daci 3> an (C) = 3= b (C)

n=1 n—=

3

1
(co)dacd > by, (D)= > an (D).
n=1 n=1
Demonstratie. (a) presupunem cd A € (0, c0). Mentiondmicd deoarece A > 0, deducem cd Ve > 0,
suficient de mic, A — ¢ rdmane strict pozitiv (A— ¢ >0); de‘asemenea, A finit (A < +o00) implica
faptul cd A + € ramane si el finit (A + € < 4-00):
(25

Din ipotezd avem cd existd un rang astfel incat b
n

este in vecindtatea lui A\, mai precis Ve > 0,

J N € N* astfel incat A — e < Z—n < A& g; deci

n

AN=—e)b,<apn &€ (A+¢e)b,, Vn > N.

Acum aplicdm primul criteriu de comparatie si obtin ca seriile date au aceeasi natura.

o of . o o . v N N a A
(b) presupunem ca A = 0. Din ipoteza avem ca existd un rang astfel incat b—" este in ve-
n

. . . . A a )
cindtatea lui A, mai precis Ve > 0, 31V € N* astfel incat —¢ < b—” < ¢g; deci

n

Ogangebn,vnzN.

Acum aplicim primul ¢riteriu de comparatie si obtin concluzia de la (b) .

by
(¢) se obtine imediat dinpunctul (b) deoarece EInILH;O i 1+ =0. |

o o0
Exemplul 46 Serig > a, = > nt3_ este divergentd. Intr-adevir, ludm b,, = L s calculdm
n=0

A 2n2+5 “n
n—
n+3 2
. . 2 n . n“+3n 1
lim & = lim 227 = s—n = lir 5 = - € (0,400)
o0 o0 oo
deci App o b, = L care este seria armonicd cu p = 1 deci divergentd.
Py p
n=1 n=1 n=1

o0 o0
Exemplul 47 Seria Y a, = Y. sin - este convergentd. Intr-adevir, ludm b, = 2 si calculim
n=0 n=0

1

. an . sin—y
lim —— = lim —" =1¢€ (0,400)
(i dee] n n— oo -
n
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&) oo

deci Z ap ~ Z L care este seria armonici cu p = 2 deci convergenti (am folosit limita
n:l n=

lim “”” =1,Vz, — 0).

n—r00 n

oo
Teorema 48 (Criteriul de condensare) Fie ) a, o serie cu termeni pozitivi. Presupunem cd sirul
n=1

(an),, este descrescitor. Atunci
o0 oo
E Ay ~ E 2" agn
n=1 n=1

(fiird demonstratie).

oo
Exemplul 49 Seria armonicd generalizatd este, prin definitie, > % si are'loc:
n=1
convergentd , dacip > 1,
divergentd , dacid p <

> 1
>

1 . .
Intr-adevir, fie a,, = v . Considerdm cazurile:

1. Cazul p > 0 si atunci (nP),, este crescitor deci sirtil (ay,), descreste deci putem aplica Criteriul
Condensdrii. Astfel studiem seria

=] ] 1 0
Z 2”(1271 — Z 2n (2n)p - Z

n=1 n=1 n=1

(zn)P T Z:: (2P 1)

Acumdacip>1&p—-1>0s2071 >

2p=

) 1
este cu ratia q = 21 € (0,1) adici Z 2" agn esteonvergenti deci seria Z ay, este convergentd.
= n=1

Dacip<1lep—-1<0e 27k 20 =

&) (o)
ratia q = € (1,00) adicd Y ) Magn este divergentd deci seria > a, este divergentd.

1
2r—1 n=1 n=1
. 1 e . 9
2. Cazul p < 0. Atunci a,, = N n~P — co~P = oo deoarece —p > 0 deci ) a,, este divergenti
n n=1
(nefiind satisficutid conditia necesari de convergenti).

‘ 1 e ‘ . . L
3. Cazul p = 0. Atungiu,, = S =1=1#0 deci Y, uy, este divergenti (nefiind satisficutd conditia
n n=1

necesari de convergemtd).

o0
Teorema 50 (Criteriul radacinii al lui Cauchy) Fie ) a, o serie cu termeni pozitivi. Presupunem
n=1

cd existd

lim /a,

N oo
Atunci
[ee]
(a) dacak £ 1 atunci seria Y, a,, este convergentd;

n=1

o0
(b) dacd k > 1 atunci seria 'y, a,, este divergentd;
n=1

(c) dacid k = 1 atunci nu putem preciza nimic.

10
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Demonstratie. (a) Sd presupunem cd k < 1, deci Ve > 0 suficient de mic, k + ¢ < 1. Din ipoteza
avem cd existd un rang astfel incat ;/a,, este in vecindtatea lui k, mai precis Ve > 0, 3 N € N*
astfel incatk — e < /a,, <k +¢e < 1; deci

k—e< {a,<k+4+e,Yn>N,

§i, prin urmare,
0<a,<(k+¢e)",Vn>N.

o0
Deoarece seria geometricd > (k +¢)" este convergentd (este seria geometricécu ¢ =k + ¢ < 1),

n=1
&)
obtinem conform primului criteriu de comparatie, cd ) a,, este tot'convergentd.
n=1

(b) Sd presupunem cd k > 1, deci Ve > 0 suficient de mic, k — ¢[>)1. Din‘ipotezd avem c4
existd un rang astfel incat {/a, este In vecindtatea lui k, mai precis’™e > 0,3 N € N* astfel incat
1<k—e< a, <k+e¢ ded

k—e< \”/'anSkJr&?,VnZN,
si
0<(k—¢)"<ap, Vn =N,

o0
Deoarece seria geometricd > (k —¢)" este diyergentd (este seria geometrici cu g = k — e > 1),
n=1

o0
obtinem conform primului criteriu de comparatiepcd > haa este tot divergenta. |
n=1

o0 o]
Exemplul 51 Seria ) a, = ) 3 este convergentd, Intr-adevir, calculam

n=0 n=0
n Ynoo1
lim /@, = lim /&= li —-<1
nlm Qp, nlm 3n nlm 3 3 <

o0
deci Y a,, este convergentd (am folosit limiitd lim {/n = 1).
n—oo

n=1

o0
Teorema 52 (Criteriul raportului al lui D’Alembert) Fie > a, o0 serie cu termeni pozitivi. Presu-
n=1
punem cdi existi
lim 2 g
N0 Ay,

Atunci
o0

(a) dacid k <pl atuneiseria >, ay, este convergentd;
n=1

(b) dacd K> 1 atunci seria ., a,, este divergentd;

n=1

(c) dacid k = Tatunci nu putem preciza nimic.

Demonstratie. (&) Sa presupunem cd k < 1, deci Ve > 0 suficient de mic, k + ¢ < 1. Din ipoteza
avem cd existd’un rang astfel incat “+ este in vecindtatea lui k, mai precis Ve > 0, 3 N € N*

An

astfel incath— ¢ < “2 < k4 ¢ < 1; deci

k—e< < k4. V>N,

a"fL

i, prin urmare,

ans1 < (k+e)an, anys < (k+e)’an, anss < (k+¢)an ...
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deci
0<a,< (kJra)n_NaN , Vn > N.

&) &)
. - -N -N M .
Deoarece seria geometricd Y, (k+¢)" " an =an Y, (k+¢)" " este convergents (este seria
n=N n=N

o0
geometricd cu ¢ = k + ¢ < 1), obtinem conform primului criteriu de comparatiepcd ) a,, este
n=1
tot convergenta.

(b) Sd presupunem cd k > 1, deci Ve > 0 suficient de mic, k — ¢ > 1. Din ipetezd/avem cd
existd un rang astfel incat “2+* este in vecindtatea lui k, mai precis Ve > 0, 3N e N*astfel incat
1<k—-e< ag% <k +¢; deci

An41

k—e< <k+e,Vn>N,

an

i, prin urmare,

aAN+1 Z (k — E) anN, AN+42 Z (k — 8)2 anN, AN+3 Z (k —5)3 an ...

deci
0<(k —5)"_NaN < @y, YV S.N1
X n—N ¥ n—N
Deoarece seria geometricd > (k —¢) an Zany X (K'=2e) este divergentd (este seria ge-
=1 =1
n n oo
ometricd cu ¢ = k — ¢ > 1), obtinem conform primului ctiteriu de comparatie, cd ) a,, este tot
n=1
divergenta. ]
. o0 o0
Exemplul 53 Seria ) a, = 35 este convergentd. Intr-adevir, calculim
n=0 n=0
n+1
. a . 3nrT .on+1 1
lim — s lim % = lim ==-<1
n—oo QA n—o0 o n—oo  3n 3

o0
deci )", ay, este convergentd.

n=1

Remarca 54 Sd remarcim ci cele dowd criterii (raddcinii $i raportului) nu precizeazd nimic in cazul k =

1. De exemplu, seria YL\t estewdivergenti (vezi Exemplul 49) pe cind seria y_.- | % este convergenti
. 49 . N R S PR S PR, _ _

(vezi Exemplul 49) dar~ambele satisfac conditiile nlgréo . 1 nlgx;o s nlgxgo Yan, 1

lim /b, , unde a, = 1/nsib, = 1/n?.

il de el

o0
Teorema 55 (Criteriulllui Raabe-Duhamel) Fie ) a, o serie cu termeni pozitivi. Presupunem ci
n=1

limn( an —1):k:
n—oo  \ Gpt1

o0
(a) dacdk < 1 atunci seria Y, a,, este divergentd;
n=1

exiski

Atunci

oo}
(b) dacid k > 1 atunci seria y_, ay, este convergentd;
n=1
(¢) dacd k = 1 atunci nu putem preciza nimic

(fiird demonstratie).
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Remarca 56 Criteriul lui Raabe-Duhamel se aplica atunci cind in criteriul raportului obtinem limita 1.
Deci criteriul lui Raabe-Duhamel este mai puternic decit criteriul raportului.

. T . s “9---(4n -3
Exemplul 57 Folosind criteriul lui Raabe-Duhamel si se determine natura seriei Z 1 <' n—3) .
n=1 "
1-5-9---(4n—3
Avem a,, = 1 (' n=3) > 0, Vn € N. Calculidm mai intdi limita raportului
n!
5.9 (4n — — npl
i Y i 1-5-9---(4n—-3)4(n+1)-3) 4 n!
oo @y, n—oo 4n+l (n + 1)‘ 1-5- 4n 3
deci criteriul raportului nu ne poate preciza nimic.
Aplic in continuare criteriul lui Raabe-Duhamel adicid vom calcula lzmlt
lim n (un - 1) = (vezi calculul de mai sus) = lim n 4&21}) 1 = mn%

. H 3n_ __ 3
= Jm =i <t

i \
Deci seria ) a,, este divergenti. \
n=1

O
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