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Spatii liniare

Toate spatiile liniare sunt considerate peste R ( sau C).

1.

10.

11.

12.

Aratati ca (s,+, ), (boo, +, ), (¢, +,-), (co,+, ), (Lp,+,-), (s*,+, ) sunt spatii liniare.

Sa se determine dimensiunea spatiilor liniare (s, +,), (s, +,), (¢, +,-), (co,+,-), (€p, +,-),
(s*,+,-).

. Aratati ca C([a,b]), C*([a,b]), LP(a,b) sunt spatii liniare.

Aratati c& multimea {1,z, 2% 23, ..., 2"} este liniar independenta in C([a, b]) pentru orice n €

N. Gasiti dim C([a,b]),a,b € R.

. Aritati cd multimea {sin(x),sin(2z),sin(3z), ..., sin(nz)} este liniar independentd in L?(0, )

pentru orice n € N.

. Aratati ca multimea {cos(z), cos(2z), cos(3x), ..., cos(nz) } este liniar independenta in C*°(0, )

pentru orice n € N.

. Aratati ca multimea {COS <M>} este liniar independenta in C*°(0,1) pentru orice
k>0

n € N.

. Ardtati cd mulfimea {sin(y;z)},cy, cu (p;); sir strict crescator, este liniar independenta in

C*(0, ) pentru orice n € N.

. Fie XY spatii liniare si T : X — Y un operator linar. Atunci kerT este subspatiu liniar in

X, ImT este subspatiu liniar in Y.

a) Aratati ca T injectiv daca gi numai daca kerT = {0};

a) Aratati ca T este surjectiv daca gi numai daca ImT =Y

Aratati ca imaginea unei multimi liniar independente printr-un izomorfism de spatii liniare
este liniar independenta.

Aratati ca daca X, este un subspatiu liniar in spatiul X, atunci exista intotdeauna subspatii
complementare pentru Xj.

Aratati ca subspatiul complementar nu este unic.
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13. Fie X, Y spatii liniare, B = {e;},;
Sa se arate ca exista o uinica aplicatie liniara f : X — Y astfel incat f|p = fo(prelungirea
prin liniaritate a lui fp).

baza algebrica in X si fie fy : B — Y o aplicatie oarecare.

14. Fie X spatiu liniar, B = {e;},.; baza algebrica in X. Definim e} : B — R prin ¢ (e;) = dy;.
Prelungind ef,i € I prin liniaritate, sa se arate ca {ej},.; este o baza in X', unde X' este
dualul algebric al lui X (X' = {f: X — R|f liniara}).

15. Determinarea functionalelor liniare.

i) Fie f : X — R o functionald liniara neidentic nula. Atunci kerf este subspatiu liniar
maximal in X.

ii) Fie X, un subspatiu liniar maximal in spatiul liniar X. Atunci exista o unica f € X’
astfel incat kerf = Xj.

iii) Daca fi, fo € X’ au acelagi nucleu atunci exista v # 0 astfel incat fo = vf1.

16. Fie X spatiu liniar i x € X. Definim ¢ : X' — R prin ¢(z)(z*) = z*(x),Vaz* € X'. Sa
se verifice ca p(z) € X" Vo € X si ¢ : X — X" astfel definita este o aplicatie liniara si
injectiva.

Spatii liniare normate. Spatii Banach

1. Aratati ca aplicatia || « ||oo : £° — Ry, |[(2n)nenlloo = sup |z,| este o norma.
neN

[

P

o0
2. Aratati ca aplicatia || - ||, : & — Ry, [[(zn)nen|l, = (Z |mn|p) este 0 norma.
n=1

3. Ardtati ca C([a, b]) cu aplicatia || [|o : C([a,b]) —> Ry, [|flloc = sup [f(x)

z€[a,b]

este spatiu liniar

normat, a,b € R.

B =

4. Aratati ca LP(a,b) cu aplicatia || - ||, : L*([a,b]) — Ry, || fll, = ( J |f(x)\pdx> este spatiu
[a,b]
liniar normat, a,b € R.

5. Sa se arate ca pentru p € [1,00), 7 C (> gi pentru p;,py € [1,00) cu p; < pg, P C (P2,
Indicati un element din ¢? care nu este in '

6. Sa se arate ca lim,_, ||z]|, = ||7]|c, V2 € R™.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Fie z € {,,Vq > 1. Sa se arate ca lim,_, ||z]|, = || f]| -

. Fie Q C R™ un domeniu marginit. Sa se arate ca pentru py, ps € [1,00) cu p; < pa, avem ca

LP2(Q) C LP(92).
Fie Q@ C R" un domeniu marginit gi f € L*>(£2). Sa se arate ca lim,_, || f]|, = ||| -

Determinati toate normele pe R.

Aratati ca || |1, |- ll2s || - lps || - [|oo sunt echivalente pe R™ (reprezentati bilele corespunzatoare
in R?).
Aratati ca pe un spatiu liniar finit dimensional toate normele sunt echivalente.

Fie X spatiu liniar si ||||1, |||]2 norme pe X. Sa se arate ca daca normele || ||1, || ||z sunt
echivalente atunci multimile deschise in cele doua norme coincid si, pentru orice z € X,
vecinatatile lui x in cele doua norme coincid.

Fie C([0,1]). Aratati ca || - ||1, || - ||oo nu sunt norme echivalente pe acest spatiu.
Aratati ca orice spatiu liniar normat finit dimensional (X || - ||) este spatiu Banach.
Aratati ca orice subspatiu liniar finit dimensional al unui s.l.n. este inchis.

Fie (X, d) un spatiu metric si Y C X.

(a) Aratati ca daca (Y, d|y) este complet atunci Y este subspatiu inchis in X.

(b) Aratati ca daca(X,d) este complet si Y este inchis atunci (Y, d|y) este spatiu metric

complet.
Fie (X, - ||) un s.l.n.. Aratati ca orice gir Cauchy din X este marginit.
Fie (X, -]|) un s.l.n.. Aratati ca daca un sir Cauchy din X are un subsir convergent, atunci

sirul insusi este convergent la aceeasi limita ca subgirul convergent.

Caracterul topologic al dimensiunii

1.

2.

Aratati ca intr-un spatiu liniar normat orice multime compacta este inchisa si marginita.

Aratati ca Intr-un spatiu liniar normat finit-dimensional orice multime inchisa si marginita
este compacta.

Dati exemplu de un sir din £*° care nu are nici un subgir convergent.
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4. Fie (C(K),|| - o), unde K o multime compacta din s.l.n. X. Aratati ca (C(K), | - ||) este
spatiu Banach.

5. Aratati ca o familie finita de functii din (C'(K), | - ||») este echicontinua.

6. Fie F C C([0,1]), F = {fu}n>1, fu(z) = 2", z € [0,1]. Aratati ca F este echicontinua in
x = 0 dar nu este echicontinua in z = 1.

7. Fie F € C([0,1)), F = {fu}n>1, fulx) = xw, z € [0,1]. Aritati ci F nu este echicontinui in
x = 0.

8. Fie F C C([0,1]), si M > 0 astfel incat F = {f € C([0,1]) | || flloo + [/ [loc < M}. Aratati
ca F este relativ compacta in C([0, 1]).

9. Fie F C C([a, 1b]), a,b € R si kq, ko > 0 astfel incat

F={feCat])] f(a) < k. / (@) < k).

Aratati ca F este relativ compacta in C([a, b]).

10. Fie F C C([0,1)), F = {fu}n>1, fu(z) = sin(z + n), z € [0,1]. Aratati ca F este relativ
compacta in C(]0, 1]).

11. Fie F C C([0,1]), F = {fu}n>1, fa(x) = sin(nz), x € [0,1]. Aratati ca F nu este relativ
compacta in C(]0, 1]).

Operatori liniar continui intre spatii liniare normate
1. Fie (X, - |]), (Y, |l - ||) spatii Banach. Aratati ca VI' € L(X,Y),

Tx
Il = swp |Tall= sup Il
z€X,||z|=1 vex a0 |7

2. Fiea = (ay), €€ si T, : > — 02, T,(x) = (0171, ..., pTp, ...), Vo = (2,), € (2.

(a) Aratati ca T, este bine definit;
(b) Aratati ca T, operator liniar continuu;

(c) Calculati || T,]|.
3. Fiea= (by), € P siTy: (> — 02 Ty(x) = (121, ..., buTy, ...), Yo = (1), € £°°.

(a) Aratati ca T, este bine definit;
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(b) Aratati ca T}, operator liniar continuu;

(c) Calculati || 7]
4. Fie T : 0?2 — (*, T(x) = (9, ..., T, ...), Vo = (T)p € L2

(
(

a) Aratati ca T este bine definit;
b
(c

(d) Studiati injectivitatea, surjectivitatea operatorului.

)
) Aratati ca T operator liniar continuu;
) Calculati || T;

)

5. Fie T : 02 — 02, T(x) = (0,21, T2, .., Ty -..), VT = (T)p € L2

(a) Aratati ca T este bine definit;

(b)

(c) Calculati || T|;
)

Aratati ca T operator liniar continuu;

(d) Studiati injectivitatea, surjectivitatea operatorului.
6. Fie T: 0" — 2, T'(x) = (fz,), Vo = (z5)n € (",
(a) Aratati ca T este bine definit;
(b
(c

(d) Studiati injectivitatea, surjectivitatea operatorului.

)
) Aratati ca T operator liniar continuu;
) Calculati || T]|;

)

7. FieT:0? — 0", T(x) = (22n41), Vo = (2n)n € L.
(a) Aratati ca T este bine definit;
(b
(c

(d) Studiati injectivitatea, surjectivitatea operatorului.

Aratati ca T operator liniar continuu;

)
)
) Aratati ca ||T| = Z5;
)

Teorema lui Hahn-Banach

1. Fie X spatiu liniar. Sa se arate ca orice functionala subliniara, in particular orice seminorma
este convexa.

2. Aratati ca daca p: X — R este o functionala subliniara, atunci
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10.

11.

12.

i) p(0) =0
i) —p(=2) < p(x), ¥z € X.
Aratati ca daca p : X — R este o seminorma pe X, atunci |[p(x) — p(y)| < p(x — y).

Fie XY spatii liniare ; T € L(X,Y) si p: X — R o seminorma pe Y. Atunci ¢ : X —
R, ¢(z) = p(Tx) este o seminorma pe X.
In C*([0,1]) se consideri p : C1([0,1]) — R, p(z) = sup |f(z) + f'(z)].

z€[0,1]

Este p norma sau seminorma?

Fie X spatiu liniar real, o € X, 29 # 0 si p : X — R o functionala subliniara pe X. Sa

se arate ca exista o functionala liniara f : X — R astfel incat f(z9) = p(zo) §i f(z) <
p(z) Vo € X.

Fie X spatiu liniar real, 2o € X, 29 # 0 si p: X — R o seminorma pe X. Sa se arate ca
exista o functionala liniara f : X — R astfel incat f(x¢) = p(zo) si f(z) < p(x) Ve € X.

. Fie X spatiu liniar peste C, o € X, z9 # 0 si p: X — R o0 seminorma pe X. Sa se arate ca

exista o functionala liniara f : X — R astfel incat f(xg) = p(xo) i |f(x)| < p(x)Vz € X.

Fie X spatiu liniar real. Atunci multimea H C X este un hiperplan in X daca si numai daca
exista Xo C X subspatiu maximal si o € X astfel incat H = Xy + zo.

Fie X spatiu liniar real, p : X — R functionala subliniara. Atunci pentru orice u > 0,
multimea A = {z € X|p(z) < u} este convexa si are ca frontiera multimea A = {z €

Xlp(x) = p}.

Fie X spatiu liniar real, p : X — R o functionala convexa pe X, Xy C X subspatiu liniar
si fo € X{ astfel incat fo(z) < p(z)Ve € Xy. Sa se arate ca exista o functionala liniara
f: X — Rastfel incat f(zg) = p(xo) si f(x) < p(z)Vzr € X.

In continuare X* este dualul topologic, adica spatiul liniar al funtionalelor liniare si continue
pe X, cu norma

Ifll= sup [f(z)].
TEX,||z]|<1
Fie (X,|| - ||) spatiu liniar normat, Xy, C X subspatiu liniar §i fo : Xo — R o functionara

liniara si continua pe Xy. Sa se arate ca exista o functionala liniara si continua f : X — R
astfel incat f(z) = fo(x) Vo € Xo si [|f]| = [|.fol|-
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Fie (X, | - ||) spatiu liniar normat, € X. Sa se arate ca
x| = sup flx)l= max |f(z
el = s 15l = _max 1)

adica acest supremum se atinge.

Fie (X, - ||) spatiu liniar normat, xo € X, o # 0. Sa se arate ca exista o functionala liniara
i continua f : X — R astfel incat f(zo) = ||zof| si ||f]| = 1.

Fie (X, - ||) spatiu liniar normat, xo € X, o # 0. Sa se arate ca exista o functionala liniara
si continud f : X — R astfel incat f(zo) = ||zol|® s ||f]] = ||7ol|-

Fie (X, - ||) spatiu liniar normat, xy € X, o # 0. Sa se arate ca exista o functionala liniara
si continud f: X — R astfel incat f(zo) = [|zol|® si || f]| = ||zol?.

Fie (X, - ||) spatiu liniar normat, xy € X, cu ||zo|| = 1. Sa se arate ca exista o functionala

liniara si continua f : X — R astfel incat f(xo) =1 si || f|| = 1.

Fie (X, || - ||) spatiu liniar normat, 1,25 € X, astfel incat x; # xo. Sa se arate ca exista o
functionala liniara si continua f : X — R astfel incat f(z1) # f(x2).

Fie (X, | - ||) spatiu liniar normat, xg, yo € X, zo,yo # 0. Sa se arate ca exista o functionala
liniard si continua f : X — R astfel incat f(xo + yo) = ||zol| + [lyoll si ||f] < 2.

Fie (X, || - ||) spatiu liniar normat, Xy C X subspatiu liniar i g € X, ¢ # 0 cu d(zo, Xo) =
=1

d > 0. Sa se arate ca exista o functionala liniara si continua f : X — R astfel incat f(zo)
f(Xo) = {0} st [If]] = 3
Fie (X, ]| -||) spatiu liniar normat, {z1,...x,} C X o multime liniar independenta si ¢y, ..., ¢, €

R. Aratati ca exista o functionald liniara i continua f : X — R astfel incat f(x;) = ¢;, i =

1,n.

Fie X = (R?%, ]| - ||l2), Xo = {(z,z)|x € R} C X subspatiu liniar in X si fie fy : Xo — R,
f(z,x) = 2z,¥(x,z) € Xo. Gasiti funtionala liniara si continua f : X — R care o prelungeste
pe fo.

N |




Introducere in Analiza functionala
Companion 2025

23. Fie X = (R || - |l1), Xo = {(z,2)|z € R} C X subspatiu liniar in X si fie fo : Xo — R,
f(z,x) = 2x,Y(x,x) € Xy. Gasiti funtionala liniara si continua f : X — R care o prelungeste
pe fo.

24. Fie X = (R?%,] - |lo), Xo = {(z,z)|z € R} C X subspatiu liniar in X si fie fo : Xo — R,
f(z,z) = 2x,Y(x,x) € Xy. Gasiti funtionala liniara si continua f : X — R care o prelungeste
pe fo.

25. Aratati ca daca X este un spatiu Banach finit dimensional, atunci orice functionala liniara pe
X este continua.

26. Aratati ca daca X este un spatiu Banach infinit dimensional, atunci X admite o functionala
liniara discontinua.
Spatii Hilbert. Serii Fourier
1. Fie (X, (-,-)) un spatiu cu produs scalar. Aratati ca au loc:

(@) [lz+yl* + lz = ol = 2(ll<l* + lyl1*), Y2,y € X;
(b) 4z,y) = |lz +y||* — |l= — y||*, Va,y € X dacd X este spatiu vectorial real;

(©) 4(,y) = Iz + ylI? = llz — yll? + illz + iyl> — ille — iyll?, Var,y € X dacd X este spatin
vectorial complex;

2. Fie H un spatiu Hilbert si Hy, Hy subspatii liniare in H. Aratati ca (H, + Ho)* = H{- N Hy .

3. (a) Fie H un spatiu Hilbert si A C H, A # (). Aratati ca complementul sau ortogonal este
subspatiu liniar inchis al lui H.

(b) Este M = {:I: = (xn)n € | Y La, = 0} subspatiu liniar inchis in ¢2?
n=1
(c) Este M = {:c = (Tn)n € O] 30 Jrtn = O} subspatiu liniar inchis in (27
n=1
(d) Este M = { fe L0, 1)) [} {Dqr = o} subspatiu linjar inchis in L2(0,1)7
(e) Este M = {f € L2(1,00)| [ L0t = O} subspatiu liniar inchis in L*(1,00)?

4. Fie £ = C([—1,1];R). Ararati ca aplicatia ¢ : E — R definita prin

o(f,9) = /1 V1—a?f(z)g(x)dx

este un produs scalar pe FE.
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10.

11.

12.

13.

Fie £ = C([0,1];R). Ararati ca aplicatia ¢ : E — R definita prin

o(f,9) = f(0)g(0) —i—/o f(z)g (x)dz

este un produs scalar pe E.

Fie E = C([-1,1];R) cu produsul scalar (f,g)
Elf(x) = 0,0 € [-1,0} §i G = {f eE|g< )=
sunt ortogonale.

fl f(z)g(x)dzx i fie subspatiile F' = {f €
x

0,z € [0, ]} Aratati ca cele doua subspatii

In spatiul Hilbert L?(0,7) se considerd subspatiul
V ={feL*0,n)| f(x) =azx +b,a,bc R} sig(x) = 2°.

Determinati proiectia lui g pe subspatiul V.

In spatiul Hilbert L2(0,7) se considers subspatiul

V ={f e L*0,n)|f(z) = az® + b,a,b € R}
sig:(0,m) — R, g(z) = cosx. Determinati proiectia lui g pe subspatiul V.
In spatiul Hilbert L?(0,7) se considera subspatiul
V ={feL*0,n)| f(x) = ax® + bx + c,a,b,c € R} 5i g(z) = 2°.

Determinati proiectia lui g pe subspatiul V.

2nmi L

Aratati ca familia de functii {p, }n>0, @n(r) = >, x € (0,a) este ortogonala in L?(0,a; C)
si calculati norma elementelor sale.

In L?*(—m,m;C) se cosidera sistemul ortogonal {p,}nez = {€"*},cz. Scrieti seria Fourier si
identitatea lui Parseval asociata pentru functia f : (—m,7) — C, f(z) = e, a € R.

In L?(—m,m;C) se cosiderit sistemul ortogonal {¢, }nez = {€"*}nez. Scrieti seria Fourier si
identitatea lui Parseval asociata pentru functia f : (—m,7) — C, f(x) = | cos z|.

In L?(0,1;C) se cosiders sistemul ortogonal {¢,}nez = {€2"™},cz. Scrieti seria Fourier si
identitatea lui Parseval asociata pentru functia f : (0,1) — C, f(z) = ze™.



