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Spatii Hilbert
Probleme Sturm-Liouville - probleme de autovalori pe segment.
Rezolvati urmatoarele probleme Sturm-Liouville (gasiti valorile propirii si functiile proprii corespunzatoare):

N {—s@”(w) = Ap(z), v € (0,a); {—so“(x) +¢(z) = Ap(a), 7 € (0,a); {—wx) —¢(x) = Mp(2), 7 € (a,b);
©(0) = p(a) =0 o(a) = (b)) =0

5 {—90”(:6) = \p(), z € (0, a); {—w”(x) +p(x) = Ap(z), 7 € (0,a); {—90”(95) —p(x) = Mp(2), 7 € (a,b);
¢'(0) = ¢'(a) = ¢'(0) = ¢'(a) =0 ¢'(a) = ¢'(b) =0

5 {—90”(56) = \p(), z € (0, a); {—w”(x) +p(x) = Ap(z), = € (0,a); {—90”(95) —p(x) = Ap(2), 7 € (a,b);
©(0) = ¢'(a) =0 ©(0) = ¢'(a) =0 p(a) =¢'(b) =0

. {—wa:) = Ap(a), « € (0, a); {—SO”(%) +¢(2) = Ap(a), @ € (0,a); {—90”(1“) — pl(a) = Ap(x), @ € (a,b);
¢'(0) = ¢(a) =0 ¢'(0) = p(a) =0 ¢'(a) = () =0

Ortogonalitate. Proiectori ortogonali.

1. Aratati ca familia de functii {¢n}n>1, @n(2) = sin 222z € (0,a) este ortogonala in L*(0,a;R) si calculati
norma elementelor sale.

2. Aritati ca familia de functii {¢,}n>0, @n(x) = cos 222,z € (0,a) este ortogonala in L?(0,a;R) si calculati
norma elementelor sale.

3. Aratati ca familia de functii {¢, }n>0, @n(z) = sin W, x € (0, a) este ortogonald in L?(0, a; R) si calculati

norma elementelor sale.

(2n+1)7x

LT x € (0, a) este ortogonald in L?(0, a; R) si calculati

4. Aratati ca familia de functii {¢, }n>0, @n(x) = cos
norma elementelor sale.
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. Aratati ca familia de functii {1, pn, ¥n tn>1, @n(z) = sin 2”;‘”, () = cos Z"am, x € (0,a) este ortogonala in
L?(0,a;R) si calculati norma elementelor sale.

. Aratati ca familiile de functii de mai sus sunt liniar independente in L?(0, a; R).

. Aratati ca familia de functii {¢n }ns0, @n(z) = €2™a, z € (0,a) este ortogonala in L%(0,a;C) si calculati
norma elementelor sale.

. Calculati proiectia functiei f : (0,7) — R, f(z) = x, pe subspatiul V' C L*(0,m;R) , V = span{e1, o7},
e1(x) = cos(x), p7(x) = cos(7z), x € (0, ).

. Calculati proiectia functiei f : (0,1) — R, f(x) = 22, pe subspatiul V C L?*(0,1;R), V = span{o1, pa},
p1(x) = sin(mx), po(x) = sin(27x), z € (0,1).

Operatorul solutie. Functia Green.

Fie f € C(0,a;R). Pentru fiecare problema la limita gasiti functia Green corespunzatoare gi determinati solutia:
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Serii Fourier. Identitatea lui Parseval

1. In L?(0,7; R) se cosiders sistemul ortogonal {¢,, }n>1, @n(x) = sin(nz). Scrieti seria Fourier si identitatea lui

Parseval asociata pentru urmatoarele functii:

o f:(0,m) — R, f(zx)=1;

o [:(0,m) — R, f(z)=u

o f:(0,m) — R, f(z) =%

o f:(0,m) — R, f(x) =z cos(x);
o [:(0,m) — R, f(z) =a(r—2);
o [:(0,7) — R, f(z)= (7 —x)%
o f:(0,m) — R, f(x) = ze”;

2. In L2(0,m;R) se cosiderii sistemul ortogonal {¢, }n>0, @n(z) = cos(nz). Scrieti seria Fourier si identitatea

lui Parseval asociata pentru functiile de mai sus.

3. In L2(0, 1; R) se cosiders sistemul ortogonal {@, }ns0, @n(2) = cos
lui Parseval asociata pentru urmatoarele functii:

e f:(0,1) — R, f(x) =1;
o [:(0,1) =R f(z) =
e /:(0,1) — R, f(z) = sinrx;

2n+1 C L. )
@n+l)mz n+2 )rz Scrieti seria Fourier si identitatea

4. In L*(—n,m; C) se cosider sistemul ortogonal {py, }nez = {€"%}nez. Scrieti seria Fourier si identitatea lui

Parseval asociata pentru functia f: (—7,7) — C, f(z) = e**,a € R.

5. In L?(—n,m; C) se cosider sistemul ortogonal {¢p tnez = {€"}nez. Scrieti seria Fourier si identitatea lui

Parseval asociata pentru functia f : (—m,7) — C, f(z) = | cos z|.

6. In L%(0,1;C) se cosiderd sistemul ortogonal {@n tnez = {€2"™#},cz. Scrieti seria Fourier si identitatea lui
Parseval asociatd pentru functia f : (0,1) — C, f(z) = ze™.
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Metoda separarii variabilelor pentru rezolvarea problemelor la limita pentru EDP
Probleme mixte parabolice pe segment
Rezolvati, prin metoda separarii variabilelor, urmatoarele probleme mixte parabolice:

Up — Uge = t, pentrut > 0,z € (0,1),

1. ug(t,0) = u,(t,1) =0, ¢t >0,

uw(0,z) = 2% z € (0,1).

Up — Uyy + u = sin(t) sin(3z/2), (¢t,z) € (0,00) x (0,7),
2. ¢ u(t,0) = u,(t,m) =0,¢t>0

u(0,z) = sin(z/2).

Up — Uz — u = tsin(3mz), pentrut > 0,z € (0,1),

3. < wu(t,0) =wu(t,1) =0,t >0,

u(0,z) =z, z € (0,1).

U — Uy = t, pentrut > 0,z € (0,1),

4. ug(t,0) = u,(t,1) =0, ¢t >0,

u(0,z) = cosx + cos 2wz, x € (0,1).
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Probleme mixte hiperbolice pe segment

Rezolvati, prin metoda separarii variabilelor, urmatoarele probleme mixte hiperbolice:

(U — Uy +u = sin(t) sin(%x), pentru t > 0,z € (0, 7),
L. ¢ u(t,0) =u,(t,m) =0,t >0,

u(0,z) =sin (£) ,u(0,z) =0, z € (0, 7).

Uy — Uz = sintsin 2, pentru ¢ > 0,z € (0,2m)

u(t,0) = ug(t,2m) =0, t >0

2.
u(0,z) =sin%, x € (0,2m)
[ u(0,z) =sin 2, z € (0,2m).
( Uy — Uy + u = sin(t) cos(z), (t,x) € (0,00) x (0,7/2),
ug(t,0) =u(t,7/2) =0,t>0
3.

u(0, ) = cos(z),z € (0,7/2)

[ u(0,2) = cos(3x),z € (0,7/2)
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Probleme eliptice pe dreptunghi

Rezolvati, prin metoda separarii variabilelor, urmatoarele probleme mixte eliptice:

(

—Ugy — Uyy = ysin(z), pentru z € (0,7),y € (0,7)

1. ¢ u(0,y) =u(m,y) =0,y € (0,7)
u(z,0) = 22, u(z,7) = sin(z), z € (0, 7).
—Ugy — Uyy = Yy cos(2z), pentru,z € (0,7),y € (0,m)
2. { 5(0.y) = Gru(m,y) =0,y € (0,7)
u(z,0) = x, u(x,7) = cos(z), x € (0, 7).
—Ugg — Uyy = xc0s(4), pentru z € (0,7),y € (0,7)

3.4 %4x,0) =u(z,m) =0,y € (0,m)

u(z,0) =1, u(z,7) = cos(§), z € (0, 7).

\

Probleme de autovalori pe dreptunghi

Rezolvati urmatoarele probleme de autovalori considerate pe domenii dreptunghiulare:

Y) € ( 1) x(0,2)
y) =0,y €(0,2)
,2) = € (0,1)

~AY =M, (z
14 w(0,) = (1,
(r,0) = Y

_A@Z} = A% (x,y) € (O,W) X (Ovﬂ)
Y(0,y) = (m,y) =0,y € (0,7)
Lap(2,0) = Zo(z,7) =0,z € (0,)

—Ap = M, (z,y) € (0,m) x (0, )
U(0,y) =1(m,y) =0,y € (0, )
U(x,0) = a%w(x,w) =0,z € (0,m)

—AY =\, (,y) € (0,1) % (0,2)
24(0,y) = ¢(1,y) =0,y € (0,2)
W(x,0) =Y(x,2) =0,z € (0,1)
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Probleme mixte parabolice pe dreptunghi

[ u; — Au=sin¥, pentrut >0, (x,y) € (0,7) x (0,27)

%(t,O,y) = %(t,w,y) =0,ye€(0,2m),t>0,

1.
u(t,z,0) = u(t,z,2n) =0, z € (0, 7)
| u(0,,) = cos(a) sin(2y), (z,) € (0, ) x (0, 2m).
((uy— Au—u=1, pentrut >0, (x,y) € (0,7) x (0,27)
u(t,0,y) = u(t,my) =0,y € (0,2m), t >0,
2.

u(t,z,0) = u(t,z,2n) =0, z € (0, 7)

[ u(0,z,y) = xsin(2y), (x,y) € (0,7) x (0,27).

Probleme mixte hiperbolice pe dreptunghi

;

uy —Au =1, pentrut >0, (z,y) € (0,7) x (0,7)
%(tvoay) = %(f,ﬂ',y) - %(t,l’,(» - %(t)xuﬂ-> =0,¢t>0,
w(0,2,y) = cos(2z), (z,y) € (0,7) x (0,7).

L u(0,2,y) = cos(2y), (z,y) € (0,7) x (0,).

uy — Au+u =1, pentrut >0, (z,y) € (0,7) x (0,7)
u(t,0,y) =u(t,m,y) =0,y € (0,7), t >0,
2. < u(t,z,0) =u(t,z,2n) =0, z € (0,7)

u(0, z,y) = sin(2z), (z,y) € (0,7) x (0, 7).

\ (0, z,y) = sin(y), (z,y) € (0,7) x (0, 7).
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Principiul de maxim pentru operatori eliptici

In cele ce urmeazd Q € R™ deschis, mirginit cu frontiera 9§ neteds si n este normala exterioars la Q. In plus,
pentru orice punct de pe frontiera, () are proprietatea bilei interioare.

1. Aritati ca daca solutia u € C%(Q) N C(Q) a problemei
Au(z) = v?(z), 2 € Q
isi atinge maximul in interiorul lui €2, atunci v = 0 in Q.
2. Aratati ca daca u,v € C2(Q) N C(Q) verifica
Au(z) >0,z €Q, Av(z)<0,z€Q
u(z) <wv(z),z € 09,
atunci u(r) < v(z),Vz € Q.

o Au=u? Q : : y
3. Demonstrati ca problema admite doar solutia banala.

u=0, 09

4. Fie f € C(2), g € C(092). Demonstrati unicitatea solutiei clasice pentru

) Au=f, Q b) —Au+u=f Q ) —Au+u=f Q
a C .
u=g, 0N u=g, O g—z:g, oS

w{Au:ﬁ 0 . 6>{—Au+u=f, Q0

3—Z+U=97 g—Z—ku:g, 0N

5. Fie Q € R” cu frontiera 0Q = Ty UT, UTs, [N = 0,4 # j,i,j € {1,2,3} si fie functiile f € C(Q),
g, h, k € C(092). Demonstrati unicitatea solutiei clasice pentru
—Au+u=f Q
u=g, I4
Gu—h, Ty

%—f—u:k, F3.
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6.

7.

10.

11.

12.

Fie f € C(Q), h € C(99) si u,v,w € C*(Q) N CY(N) solutii pentru

{Au—u:f, 0 {Av—vzf, Q {Aw—wa,

5 5 5 Aratati ca v < u < w in Q.
Setu=nh, 0Q S t+v<h, 0Q 24w >h, 00

Fie Q = (0,1) x (0,1) € R%. Demonstrati ca solutia clasici u € C?(€2) N C*(Q) a problemei
Au(z,y) =1, (7,y) €Q
u(z,0) =1, z€]l0,1]
u(x,1) =0, z€]l0,1]
ge=0, {(z.y)€Qr=0ye(0,)}U{(z,y) €Qa=1ye€(0,1)}
verifica inegalitatea u(z,y) < 1,¥(z,y) € Q.

Fie Q = (0,1) x (0,1) € R2%. Demonstrati ca solutia clasica u € C%(Q2) N C*(Q) a problemei
Au(xvy) = Oa (%y) e
'U/(:C, O) = 'LL(O, y) e 1’ x7 y c [O, 1]
52(1Ly) +u(l,y) =0, yel0,1]

Sz, 1) =0, zel0,1]

verifica inegalitatea e™* < u(z,y) < 1,V(z,y) € Q.

_ Au=-1, Q
Fie Q = (—1,1) x (=1,1) e R? 5i u € C?*(w) N C(Q) o solutie a clasicd a problemei { u O a,Q
u=0, :

Ardtati cd 1 < u(0,0) < 1.

Fie u: By C R? — R, u(z,y) = 2% — y?. Aritati ci u este armonica in Bj, gasiti punctele de minim, de
maxim gi calculati g—z in punctele de minim gi maxim.

Fie u: By C R? — R, u(z,y) = 22% — 29> + 9xy.
(a) Aratati ca u este functie armonica in B; §i gasiti punctele de maxim ale lui w.

(b) Calculati % in punctul/punctele de maxim.
v

Fieu: QCR? — R, Q={(z,y) e R¥z? +y? < 1,z > 0}, u(z,y) = 2* — y* + x>
(a) Aratati ca u este functie subarmonica in €2 si gasiti punctele de maxim ale lui u.

0
(b) Calculati 2 in punctul/punctele de maxim.

ov
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

Fieu: QCR* — R, Q={(z,y) e R¥z? + 9> < 1,y > 0}, u(z,y) = z* + y* — 62%y%
(a) Aratati ca u este functie armonica in €2 si gasiti punctele de minim gi maxim ale lui .

o)
(b) Calculati a—u in punctul/punctele de minim,/ maxim.
v

Fieu: Q:={(z,y) e R¥2* +y* <4,z > 1,y > 1} - R,

u(z,y) = In\/22 + y2.

(a) Aratati ca u este functie armonica in €2 gi gasiti punctele de maxim ale lui w.

0
(b) Calculati 2 in punctul/punctele de maxim.

v
Fieu: Q:={(z,y) e R* 2> +¢y* < 1,2 >0,y > 0} = R,
2,2
u(z,y) = r° +y° + 2zy.
(a) Aratati ca u este functie subarmonica in €2 si gasiti punctele de maxim ale lui u.

0
(b) Calculati i punctul /punctele de maxim.

ov

Fie Q C R%,Q = B3(0) \ B1(0) cu frontiera 9Q =Ty UTy, 'y = 9B;(0), 'y = 9B3(0). Demonstrati, folosind
principiul de maxim, unicitatea solutiei clasice pentru problema eliptica la limita

( —Au+2u= -1, in Q
0
—u+4u:1peF1,
ov
ou

L £:Opef‘2

De asemenea, deduceti ca u(z) < 1,2 € Q.

Fiew: QC R — R, Q = {(21,20,73) € R ||| < 1,21 > 3}, w(wy, 20, 23) = H71H$2 — % + zy?. Gasiti
extremele lui u.

Fie Q € R™ simplu conex si u € C3(Q) solutie a problemei

{Au:c, Q, ceR

Aratati ca ||Vu/|| isi atinge maximul pe 0f2.
u=20, 0.

10
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19. Fie Q C R*,Q = B3(0) \ B1(0) cu frontiera 9Q =T’y UTy, I'y = 0B(0), T'y = dB3(0). Demonstrati, folosind
principiul de maxim, unicitatea solutiei clasice pentru problema eliptica la limita

( —Au+u=0, inQ

0
—u—l—u:lpeFl,
ov

ou
\ Ezopefg.

De asemenea, deduceti ca u(z) < 1,2 € Q.

2 Fie Q € R? = B3(0) \ B1(0) cu frontiera 9 = I'y UTy, T’y = dB;(0), 'y = dB3(0). Demonstrati, folosind

principiul de maxim, unicitatea solutiei clasice pentru problema eliptica la limita
.

—Au+ ||z)*u = -2, in Q
0
8_5 +u=—1pelfy,
ou
L 5 = —2 pe FQ

De asemenea, deduceti ca u(r) < —1,z € Q.

20. Fie 2 = (0,1) x (0,2) si u solutia problemei
( Au(z,y) —3u=1,(z,y) € Q

ou

= =1 1
(0, 0) + 2u(r,0) = ~1, 7 € (0,1)
ou

%(I72) = 0, T € (0, ].)

u(0,y) =2,y € (0,2)

L u(l,y)=1,y€(0,2)

Aplicand principiul de maxim, sa se arate ca u(x,y) < 2,V(z,y) € Q.

11
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Solutii variationale

1. Fie € R™ un domeniu marginit si deschis, cu frontiera neteda, si fie f € C(2),g € C(99). Scrieti
formularea variationala a problemelor si aratati unicitatea solutiei variationale pentru

) Au=f, b) —Au+u=f Q ) —Au+u=f
a c
u=g, 0N u=g, O g—:;:g, 0N

0 Au=f, ) —Autu=f
e
g—z+u:g, o2 g—",jJru:g, o0

2. Fie Q € R” cu frontiera 0Q = Ty UT, UTs, [N = 0,4 # j,i,j € {1,2,3} si fie functiile f € C(Q),
g, h,k € C(09). Scrieti formularea variationala i aratati unicitatea solutiei variationale pentru

—Au+u=f Q

u=4g, Fl
g_z:h7 FZ

g—z—l—u:k’, F3.

3. Fie Q C R? un domeniu marginit si deschis, cu frontiera neteds. Consideram problema la limita
—Au+ Tu =2, in €,
ou

5—1—571: —1, pe 0N.

Scrieti formularea variationala si aratati unicitatea solutiei variationale.

4. Fie QCR2Q={(z,y) e R*z* + 3> <2} si[1 =00 N {y >0}, Ty, =90 N{y < 0}.
Consideram problema la limita
([ —Au =3, in Q,

0
—u—|—4u:5, pe I'q,
ov

L %:6pef‘2.

Scrieti formularea variationala si aratati unicitatea solutiei variationale.

12
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Transformata Fourier pe R
Fie f € L'(R) si
FOVi= [ e s
Ararati ca: )
e pentru u € CY(R) N LY(R) cu o’ € LY(R), are loc w/(X) = iAi())

e pentru u, zu € L'(R) atunci v’ € C'(R) si are loc @'(\) = (—iz)u(z)(N)

e fie a € R. Se considera operatorii de translatie, omotetie, simetrie: 7,, hq, 0 : L*(R) — L'(R)

Tu(z) = u(x —a), heu(x):=u(ax), ou(x):=u(—z), x€R. Atunci

TN =0, o) = i (53], -0 =a-a A€ R

/ﬂvd,u:/u@du
R R

e pentru u,v € L'(R),

daca u* v(x) = [ u(z — y)v(y)dy, atunci

1. Fie f: R = C, f(z) = xcos(x)x(0,)(x). Calculati

o~ L —

[ X(*l,l)(x)v (A), f* X(fl,l)()\)-
2. Fie f: R — C, f(z) = wsin(x)x(0.2m (2), 9(x) = 2°X(0,2m) (¥). Calculati

~ —

Fxg, FN), G T # X (rm (A)-

13



