Cercul celor noua puncte

Vom demonstra aici un alt rezultat celebru din geometria plana, rezultat

numit cercul celor noua puncte, dar pana atunci vom rezolva urmatoarea
problema auxiliara:

Problema 1. Dreapta lui Euler!. Fiind dat un triunghi AABC),
notam cu O centrul cercului circumscris, cu G centrul de greutate $1 cu H

ortocentrul triunghiului. Aratati ca punctele H, G st O sunt coliniare si, mai
mult, HG = 20G.

Figura 1: Dreapta lui Euler

Solutie. Metoda I, cu numere complere. Notam cu z4, zp, 2¢ §i 2o
afixele punctelor A, B, C' si O, ¢i notam cu R raza cercului circumscris
triunghiului. Consideram numarul complex

h=za4 2+ 2c —220.

lyezi https://ro.wikipedia.org/wiki/Dreapta_lui_Euler



Din
< h—2za,2p —2c >=< (2 — 20) + (2¢ — 20), (2B — 20) — (2¢ — 20) >=

:|ZB_ZO|2_|ZC_ZO|2:R2—R2:O,

rezulta ca punctul de afix h se afla pe inaltimea din A a triunghiului AABC.
Din simetria relatiilor, rezulta ca acest punct se afla pe oricare alta inaltime,
deci h este afixul zy al ortocentrului triunghiului. Am stabilit relatia

ZH:ZA+ZB+20—22’0.

Se stie ca afixul zg al centrului de greutate este dat de formula

2A+ 2B+ z¢o
3 )

G =
prin urmare relatia demonstrata devine
2y =326 — 220 < zy—z2c=2(26 — 20),

de unde rezulta ca punctele O, G si H sunt coliniare si, mai mult, G se afla
in interiorul segmentului HO si il imparte in raportul HG = 20G.

Metoda a II-a, prin geometrie sintetica. Fie M mijlocul laturii BC si fie
A’ punctul diametral opus lui A pe cercul circumscris triunghiului AABC.
Unghiurile ABA si ACA sunt unghiuri drepte, fiind unghiuri inscrise in
semicerc. Urmeaza ca patrulaterul HBA'C' este paralelogram, prin urmare
M este si mijlocul diagonalei A’H. In sfarsit, in triunghiul AA’H A segmentul
MO este linie mijlocie, de aici rezulta ca HO intersecteaza mediana AM a
triunghiului AABC' in raportul 2 : 1, asadar punctul lor de intersectie este
chiar G, centrul de greutate.

Problema 2. Cercul celor noua puncte?. Fiind dat un triunghi
AABC, notam cu O centrul cercului circumscris si cu H ortocentrul tri-
unghiului. Aratati ca mijloacele laturilor, picioarele inaltimilor si mijloacele
segmentelor de la H la varfuri sunt noua puncte conciclice, situate pe un cerc
cu centru in mijlocul segmentului OH .

Solutie. Relativ la varful A, notam cu A; piciorul inaltimii din A, cu A,
mijlocul laturii BC' gi cu Az mijlocul segmentului AH. Procedam analog si
cu varfurile B ¢i C' (vezi Figura 2). Notam cu ) mijlocul segmentului OH.

2vezi https://en.wikipedia.org/wiki/Nine-point_circle
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Figura 2: Cercul celor noua puncte

Metoda I, cu numere complere. Notam afixele punctelor considerate cu
Za, Z4,, etc. Din relatiile stabilite in problema precedenta, deducem

zZg + 2o Za+ 2B+ zc — 2o
2Q = 9 = 5 .

Urmeaza ca
zZp t+ z¢ . ZA — 20O

2 2 7

2Q — RAy = RQ —
de unde obtinem

|ZA—Zo’ R
A = —_ = — = —

unde am notat cu R raza cercului circumscris triunghiului AABC.

Analog
_ ZH t 20 A+ zH 20 — ZA

QT AT Ty 2~ 2

deci | R
Z0 — RA
A = — = — = —,



Din calculele de mai sus rezulta si egalitatea
RQ T RAy T RA3 T RQ»

deci punctul @) este mijlocul segmentului A; Az, urmeaza ca varfurile tri-
unghiului dreptunghic AA3A5A; se afla pe cercul €(Q, %2), de centru @ si
R

raza 7, cerc care nu depinde de varful A.

Am justificat astfel ca toate cele noua puncte se afla pe cercul € (Q, %)

Metoda a Il-a, prin geometrie sintetica. Din problema precedenta stim
ca AH = 20A,, deci AsH = OA,, urmeaza ca in paralelogramul AsH A5O
punctul @ este si mijlocul diagonalei AsA3. Din AA3 = OA; deducem ca in
paralelogramul AA3A50 avem As3A; = AO = R, astfel ca cercul circumscris
triunghiului dreptunghic AA3A5A; este chiar cercul €' (Q, %), cerc care nu
depinde de varful A.



