Coordonate baricentrice

Consideram in plan un triunghi AABC' si un punct @) in interiorul sau, fixat
arbitrar. Notam o, = aria (AQAB) o, = aria (AQBC), 0, = aria (AQCA) si
o = aria (AABC), astfel incat o = o, + 03, + 0.

Fie 24, 2B, zc si zg afixele punctelor A, B, C si ). Scopul nostru este sa
aratam ca intre aceste numere complexe are loc relatia

Oa Ob Oc

Z2Q = ;ZA + ;ZB + ;ZC, (1)

care spune ca scalarii reali
o o o
)\A:_a) AB:_bv )\C:_Cv
o o o
sunt coordonatele baricentrice absolute ale lui @) relative la triunghiul AABC),
adica

zQ = Aza+ Az + Aczo cu Aq+ Ag+ Ao = 1, )\A;)\Ba/\() € R. (2)

FicurA 1. Coordonate baricentrice
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Fie A’, B’ si C" intersectiile dreptelor AQ, BQ si C'Q cu laturile opuse.
Amintim ca dreptele AQ, BQ si C'() se numesc ceviene deoarece sunt trei drepte
concurente duse prin varfurile unui triunghi.

Lema 1. Raportul in care ceviana AQ) imparte latura opusa varfului A este
egal cu rapotul arvilor triunghiurilor AQAB si AQCA, mai precis
BA" o,

AC N O'b‘
Demonstratia este imediata. Fie By si Cy proiectiile ortogonale ale punctelor
B si C' pe AQ. Avem:
0. 3AQ-BBy, BB, BA

o, 2AQ-CCy CC, AC’
Fara legatura directa cu scopul nostru, doar pentru a evidentia utilitatea

acestei leme, vom demonstra:

Teorema lui Ceva. Dreptele AA", BB' si CC’ sunt concurente daca $i

numai dacd
BA" CB AC’ B
A'C B'A C'B

Demonstratie. Daca stim ca AA’, BB’ i CC’ sunt concurente intr-un punct
@, atunci, conform lemei,

BA" CB" AC" 0. o0, oy

Afirmatia reciproca se demonstreaza prin reducere la absurd, folosind unici-
tatea punctului care imparte un segment intr-un raport dat.
Un alt rezultat auxiliar:

Lema 2. Raportul in care QQ imparte ceviana AA" este dat de rapotul ariilor
triunghiurilor AQBC' si AABC', mai precis
QA o,

AA o

Demonstratie. Fie Ag si Qo proiectiile ortogonale ale punctelor A si ) pe
BC. Atunci:
0. 3BC-QQy  QQy QA

o $BC-AA, AA, AA"
Probam si utilitatea acestei leme, justificand
Teorema lui Van Aubel. Cu notatiile precizate, are loc relatia
AQ ACT AP
0A ~ OB BC




Demonstratia consta in proportii derivate:
AA o AA — QA o —o0,
Rt =

QA" o, QA 04
AQ oy | o AQ AC' AP

04 o, "o, C oa "B T BC

=

In sfarsit, sa revenim la formula coordonatelor baricentrice. Din coliniaritatea
B — A’ — C si din proportia

BA" o,
AC N Op
deducem
ZA — 2B O OpZB + 020
—_— = — & Zp = .
20 — ZaA Op Oy + 0c
Analog, din A —Q — A’ si
QA" o,
AA o

obtinem

ZA — 2 g g g
Y Q:—aﬁzQ:—aZA-I—(l——a)ZAu
24— 2A o o o

Deoarece 0 = o, + 0y + 0., urmeaza formula cautata:

Oq Oy + 0. OB+ 0c2c  0qZaA + OpZB + Oc2C
2= —ZAt . = .
o op + 0, o
Observatie. Am justificat formula (1) numai in cazul in care @) este in in-
teriorul triunghiului AABC, caz in care Ay > 0, Ag > 0 si \c > 0. Relatia
ramane valabila si pentru @) in exteriorul triunghiului AABC, daca se considera
triunghiuri orientate: aria se ia cu semnul + daca triunghiul este parcurs in sens
trigonometric, si cu semnul — daca este parcurs in sens antitrigonometric, astfel
incat relatia
0 =04+ 0p+ 0,

sa se pastreze in toate cazurile.
Observatie. Relatia (1), scrisa sub forma

Ou2A + Opzp + 0c2¢ (3)
Oq + 0p + 0, '

ZQ—

ne spune ca g, 0, §i 0. sunt coordonate baricentrice omogene pentru punctul ¢)
si notam aceasta prin
Oq : Op : Oc.

Spre deosebire coordonatele baricentrice absolute, A4, Ap si A¢, definite de
relatia (2), coordonatele baricentrice omogene nu sunt unice, doua triplete direct
proportionale «ay : 81 @ 71 si as @ [y : 2 determinand acelagi punct (). Altfel
spus, prin definitie,

ar:frim=az: fPaiye
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daca exista factorul de proportionalitate A € R astfel incat

ay = Aoy, P = )\51,72 = M,
caz 1n care
Q124+ Pizp +12c  qaza + Pazp + ezc

a+bi+m wtftr
pentru orice AABC plan.

Exercitiu. Sa se determine coordonatele baricentrice ale unui punct Q) situat
in intertorul triunghiului AABC cunoscand rapoartele in care cevienele prin @)
impart laturile triunghiulus.

FiGura 2. Punctul Q.

Rezolvare. Presupunem cunoscute rapoartele
Sar = AC’ _ BA OB
AB= mpr 9BC T g 90A= oo

Cu aceste notatii avem
JBC_ L A1 AR 1
T C'A T Sap’ P AB T e’ YT BIC T Soa

si mentionam ca teorema lui Ceva se scrie sub forma

dBA

0aB - 0pc - 0ca =1=10d4c - 0cB - OBa-
Din Lema 1 avem relatiile

op o o
— =04 — =0Bo, — =dca,

Oq Op Oc
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de unde obtinem, de exemplu,
Oy = 0ABOa; Oc = 040y,

deci
o=0,+0,+0.=(1+0ap+dac)o,

i, prin urmare,
O, 1
A= — = :
o 1404+ 0ac

Celelalte coordonate baricentrice absolute se obtin prin permutari circulare:

Jp 1
AB = -_——
o 14+dpc+opa
si
: 1
do=2

o 1+40ca+ocp

Puncte importante in triunghi

Punctul G, centrul de greutate, se afla la intersectia medianelor, prin
urmare,
BA" o,
= — = 0p = Og,

B AC Oy
si, analog pentru celelalte laturi.

1

Oq

B A C

F1GURrA 3. Punctul G.
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Obtinem o, = 0, = 0. = 3 deci centrul de greutate are coordonatele bari-

centrice omogene

aazab:crczz:g:gzl:lzl
3 3 3
si afixul
zZa+ 2+ z2¢
0= —.

3

Punctul /, centrul de cercului inscris, se afla la intersectia bisectoarelor
interioare. Aplicand teorema bisectoarei, avem

F1GURrA 4. Punctul 1.

c BA o, o, O,

= =< =
b  AC oy b c’
si, analog, pentru celelalte laturi. Obtinem

Oq Oy Oc

a b c
adica o, : 0, : 0. = a : b : c. Acelasi rezultat se obtine si calculand ariile
triunghiurilor cu varful in I utilizand raza r a cercului inscris:
ar O T ;
0u =5 :>;_§_cons.
[§



In concluzie, punctul I are coordonatele omogene
Og:0p:0.=a:b:c

si afixul
aza + bz + czo

a+b+c

Zr =

Punctul O, centrul de cercului circumscris, se afla la intersectia medi-
atoarelor laturilor.

Fie ¢'(O, R) cercul circumscris triunghiului AABC. Unghiul la centru <BOC
are masura cat arcul 7.0ptBC de pe cerc, iar unghiul inscris in cerc <BAC are
masura jumatate din masura lui 7.0ptBC. Rezulta ca

<BOC = 2A,

prin urmare

0, = aria (ABOC) = %OB -0C'sin<BOC = %RZ sin 2A.

l¢ — — —

FIGURA 5. Punctul O.

Obtinem proportionalitatea
O, O,  Oc —ERQ
sin2A  sin2B  sin2C 2
deci, pentru punctul O, avem

Oq:0p:0.=sin2A:sin2B : sin 2C,
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$i, prin urmare,

_ sin2Az4 +sin2B zp +sin 2C 2¢
B sin 2A + sin 2B + sin 2C' '

Alt set de coordonate omogene pentru O se obtine aplicand teorema sinu-
surilor §i teorema cosinusului. Sa le reamintim. In triunghiul isoscel ABOC
mediana OM este si bisectoare, si inaltime, deci

<0

<BOM = %<BOO — A,

de unde urmeaza

BM a
inA=sin<BOM = — = —.
sin sin <BO B0 — oR
Obtinem astfel teorema sinusurilor:
b
a c oR,

sinA _ sinB _ sinC
de unde rezulta

a:b:c=sinA:sinB:sinC,
relatie utila la determinarea punctului 7, de exemplu.

Pentru teorema cosinusului, calculdm a? = |2¢ — zp|* cu ajutorul produsului
scalar. Pentru oricare doua numere complexe u,v € C avem

lu+ v =<utv,ut+ov>=<uu>+2<u,v>+<v,0>=
= [ul* +2 < u,v > +|v|%
prin urmare
a® =|zc — 25> = |(2¢ — 24) + (24 — 2B)|* =
=l2c—zaP +2< 20— 24,24 — 2B > +|za — 25|* =
=20 —24|* =2 < 2¢ — 2a, 25 — 24 > +|2zp — 24|* = b® — 2bccos A + ¢,
si am demonstrat astfel teorema cosinusului:
a® = b* + ¢ — 2bccos A.
Revenim la coordonatele baricentrice ale punctului O si calculam

B2 — g2
Sin2A22sjnAcosA:2.i.u’
2 2bc

de unde urmeaza ca fractia
sin 2A 1
a?(b? 4 ¢? — a?) ~ Rabe
este constanta la permutari circulare ale varfurilor triunghiului.

Am aratat ca punctul O admite gi urmatorul set de coordonate baricentrice
omogene:

= const.

a®(b* + & —a?) : V(A +a® — b*) : P(a® + b* — ).
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Punctul H, ortocentrul, este punctul de intersectie al inaltimilor. Fie A’
punctul diametral opus lui A in € (O, R), cercul circumscris triunghiului AABC.
Avem

JABA = <ACA" = 90°,
ca unghiuri inscrise in semicerc. Rezulta imediat ca HBA'C' este un paralelo-

gram, deci
BH = AC = AA' cos<<AA'C = 2Rcos B

CH = A'B=AA"cos<AA'B = 2R cos C
deoarece <AA'C = <ABC si <AA'B = <ACB, ca unghiuri inscrise 1n cerc care
subintind acelasi arc.

F1GUuRrA 6. Punctul H.

Mai avem si
<BHC = <«BA'C = 180° — A,

de unde urmeaza

1
o, =aria(ABHC) = §BH -CHsin<BHC =

1
=35 2R cos B - 2Rcos C - sin(180° — A) = 2R? cos B cos C'sin A =

=2R%cos BcosC cos Atg A.

Fractia
Oq
tg A.
fiind invarianta la permutari circulare, am obtinut umatoarele coordonate omo-
gene pentru ortocentru:

= 2R? cos B cos C' cos A = const.

Oqg:0p:0.=tgA: tgB: tgC,
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$i, prin urmare,

_ tgAza+ tgBzp+ tgCzc
N tg A+ tg B+ tgC
Sa observam ca, din egalitatea

ZH

A+ -0 VP+al—-c2 a

2ac 2ba 2R

0, =2R*cos BecosC'sin A = 2R? -

urmeaza ca
Oq

(a® 4+ 2 = b?)(b? + a? — ?) ~ dabe
si astfel obtinem inca un set de coordonate omogene pentru H:

(a4 =) (b +a*—2) : (B +a®—A)(AE+b*—a?) : (E+b*—a?)(a* + 2 —b?).

= const.

Transformarea baricentrica

Fiind date in plan triunghiurile AABC si AA'’B'C’, putem defini imediat
urmatoarea transformare afina care suprapune aceste doua triunghiuri: pentru
fiecare punct ) in plan consideram coordonatele sale baricentrice absolute A4, A\p
si A\¢ relative la AABC' si definim transformatul sau, )’, ca fiind punctul care are
exact aceste coordonate baricentrice, dar relative la triunghiul AA’B'C’. Altfel
spus, cu numere complexe, daca

ZQ = )\AZA + /\BZB + )\CZC,
cu Ag + Ag + A¢ = 1, atunci
2Q = )\AZA’ + /\BZB’ + /\02’0/.

Este clar ca transformarea )" = T'(Q)) este bijectiva si este ugor de vazut ca
este o transformare afina, intelegand prin aceasta ca intre coordonatele lui @) si
Q' exista relatii de forma

T = a1xg +biyg + ¢
Yo' = a2q + bayq + ca.

Aceasta afirmatie se justifica observand ca, notand cu oaxyz aria unui triunghi
AXY Z, avem pentru A4, de exemplu, relatia

1 29 vy
o 1 Q Q
Ay = =5 = 1 zp yp |=axq+byg +c
oaaBC  20a4BC | 4 vo Yo

unde coeficientii a, b si ¢ nu depind de Q).
Pentru calculul cu numere complexe este foarte utila urmatoarea formula
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I x4 ya 1 T Ya
20papc=|1 2 yp |=|0 2p—2a Yyp—ya |=
I zc¢ ye 0 xc—2a Yo —ya
= (v —24)(Yo —ya) — (xc — 24) (Yo — Yya) =
= Im (ZB — ZA)<ZC — ZA).
Prin urmare, considerand pentru () urmatorul set de coordonate omogene relativ
la AABC
OAQBC - OAQCA - OAQAB,
obtinem ca
pa =1Im (zp — 2)(2¢c — 2q),
pp =Im (zc — 20)(24 — 2q),
pe = Im (24 — 2¢) (25 — 20);
formeaza alt set de coordonate omogene si avem, in final,
_ Bazar t+ UBZp + fcZor | paZar + UBZB T+ o Zer
a Ha + B+ pe B 20a4B0 '

ZQ/
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