Cursul 7

Formula integrala a lui Cauchy

Am demonstrat in cursul precedent ca, daca D C C un domeniu simplu
conex si f : D — C o functie olomorfa cu f’ continua pe D, atunci, pe orice
curba rectificabila gi inchisa v C D,

Lf(z)dz = 0.

Acest rezultat fundamental din analiza complexa este valabil gi in conditii
mai putin restrictive. Se poate renunta la cerinta ca f’ sa fie continua, iar simpla
conexiune a domeniului poate fi inlocuita cu cerinta ca v sa fie o curba omotopa
cu un punct, adica sa poata fi deformata continuu in D pana se reduce la un
singur punct. Mai precis, are loc urmatorul rezultat, pe care il prezentam fara
demonstratie:

Teorema fundamentala a lui Cauchy. Fie f: D — C o functie olomorfa
pe domeniul D C C si vy o curba inchisa omotopa in D cu un punct. Atunci

Lf(z)dz = 0.

Exista si o varianta cu cerinte chiar mai reduse, utila in aplicatii:

Teorema Fie D C C un domeniu, fie zo € D si fie f : D — C o functie
continud pe D si olomorfa in D\ {z}. Atunci, pe orice curba inchisa vy omotopd

cu un punct in D, avem
/f(z)dz = 0.
”

Consecinta. Integrala oricarei functic olomorfe pe un domeniu simplu conex
este independenta de drum, tar functia admaite primitive in acel domeniu.

§1. Integrale cu parametru

Fie v C D o curba rectificabila in domeniul D C Cgifieg: D x~v — C o
functie de doua variabile, presupusa continua. In acest caz, pentru fiecare valoare
fixata a parametrului z € D, functia u — g(z,u) este continua si, prin urmare,
exista integrala

Teorema. In ipotezele precizate, integrala G este continuda in raport cu
parametrul z.
Pentru demonstratie, avem nevoie de urmatorul rezultat auxiliar:
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Lema. Pentru orice functie continua f si orice curba rectificabila ~y

l F(2)dz

unde L(vy) < +oo reprezinta lungimea curbei 7.

Justificarea lemei este imediata: consideram un gir de diviziuni A,, : a = t5 <
t1 < --- < t, =bcuv(A,) < I pentru o alegere (1) oarecare a punctelor
intermediare, majoram suma Riemann-Stieltjes

O-An(f/%T) = Z f(’)/(Tk))A’)/(tk>
k

< L(v)sup|f(2)l,

zey

astfel

> F(v(m)Ax(ty)

<Y IFEDINAY(E)] < MY [Ay(t)] < ML(y),

unde M = sup,, |f(2)| < +o0o. Stim ca integrala

I= L F(2)dz

exista, f fiind continua, deci pentru orice € > 0 exista un n > 1 astfel incat

| < I —oa,(f,7, )+ |oa,(f,7,7)| < e+ ML(y),

de unde urmeaza concluzia lemei.
Pentru a demonstra teorema, fixam arbitrar un 2y € D si un r > 0 astfel
incat D(zp,r) C D. Pentru orice z € D(zp,r), avem

/ (9(2,10) — 920, u))du| < L(3)M (2, 20),

o

|G(2) = G(2)| =

unde M(z, 20) = sup,e,, |9(2,u) — g(20,u)|. Din uniforma continuitate a functiei

g pe compactul v x D(zg,7) rezulta ci M(z,2) — 0 pentru z — 2, si astfel
rezulta ca G(z) — G(zp) pentru z — 2.

Teorema. Presupunem, in plus fata de ipotezele precizate, ca pentru fiecare

u € 7, functia z — g(z,u) este olomorfa in D $i notam cu 99 Jerivata acestei

0z
dg

functii. Daca 2 D x v — C este continua, atunci integrala G este olomorfa

in raport cu parametrul z € D si, mai mult, derivarea comuta cu integrala:

g
G'(z) = (z,u)du.
., 0z

Demonstratie. Fie zy € D fixat arbitrar si 7 > 0 astfel incat D(zg,7) C D.
Pentru orice h € C cu |h| < r, avem
G(zo+h) —G(xn) [ 099

. ; &(ZO,U)CZ’U/ =




_ % A [WO +hu) — gz, 1) — h%(zo, u)} du.

0
Integrala functiei —g(7 u) fiind independenta de drum, avem

0z

zo+h ag
9(z0 + h,u) — g(20,u) = / a(z,u)dz.

Utilizam egalitatea evidenta

89 B oth 9y
82’(207 >_/Z E(Z(),U)dz’

0

si obtinem:

G(z0 + h) — G(20) _/@

L e ol
h),

1
gmL(fmh]M(zo, h) < L(v)M (o,

unde

dg

M (20, h) = Sup 9.

(2,u)€D(z0,h) Xy

(z0,u)|.

0 L = N .
Deoarece g9 este continua pe compactul D(zg,r) X v, rezulta ca este uniform

z
continua, prin urmare M (zg, h) — 0 pentru h — 0, ceea ce incheie demonstratia.
Exemplu. Fie ¢ o functie continua pe . Ardtafi ca integrala cu parametru
u
6= [ 2a
S U—Z
defineste o functie olomorfa pe C\ vy, care este indefinit derivabila §i

fM(z) = n!/ﬂ&du.

. U — Z)n—H

Rezolvare. Notam

o) = 2 ot o)

si, prin derivari succesive, obtinem:

79z, u) = ()~ 2)

—(n—‘rl)‘

Concluzia o stabilim prin inductie, folosind teorema de derivare a integralelor cu
parametru stabilita mai sus.



§2. Formula integrala a lui Cauchy

Stim, din Teorema lui Jordan, ca orice curba simpla si inchisa, v = ~(t), are
imaginea v C C homeomorfa cu un cerc si separa planul in doua domenii, unul
marginit §i simplu conex, interiorul lui «, notat cu D., si celadlalt nemarginit,
exteriorul lui v, C\ Ev- Multimea suport poate fi parcursa in doua sensuri
distincte, pentru a face o alegere, vom presupune implicit parcurgerea in sens
trigonometric.

Pentru existenta integralelor avem nevoie de curbe rectificabile, astfel ca, in
continuare, prin curba Jordan vom intelege o curba ~ rectificabila, simpla si
inchisa, parcursa in sens trigonometric (adica cu interiorul D, pe stanga).

Exemplu. Fie vy o curba Jordan i zo € C\ . Ardtafi ca

1 1 J 1, daca 2 € D,,
- z = _
0, daca z, € C\ D,

2mi )z — 20

Rezolvare. Pentru a simplifica scrierea, consideram zy = 0. Curba v = ~(t)

are, in coordonate polare, o reprezentare parametrica de forma
() = p(t)(cosO(t) +isinb(t))

cu p(t) = |y(t)] > 0si 6 :[a,b] = R o functie continua. Curba fiind inchisa,
avem v(b) = v(a), de unde rezulta p(b) = p(a) si 0(b) = 0(a) + 2km, cu k € Z.

Deoarece 7y este o curba Jordan, punctul curent «(¢) va parcurge multimea
suport o singura data, si avem doua cazuri: daca 0 este punct in domeniul
interior, raza vectoare a punctului curent va ocoli complet originea o singura
data, si vom avea 0(b) = 0(a) + 2m, altfel, daca 0 este in exterior, raza vectoare
va reveni 1n pozitia initiala cu 6(b) = 6(a).

Deoarece v C C este multime compacta iar 0 ¢ ~, distanta de la 0 la v este
strict pozitiva

d = inf |z| > 0.
zey

Consideram atunci o acoperire finita a lui v cu discuri Dy cu diametrul strict mai

mic decat d. Aceste discuri nu contin originea, deci in fiecare dintre ele g(z) = %

are primitive, date de determinari ale logaritmului obtinute prin racordarea prin
continuitate a unor ramuri de forma

fr(z) =1In|z| +i(arg z + 2hy7), hy € Z.

Consideram o diviziune A : a =t < t; < --- < t,, = b cu norma suficient
de micd astfel incat fiecare arc sa fie inclus cel putin intr-un disc Dy, si pentru
fiecare j alegem in Dy, determinarea logaritmului pentru care

arg y(t) + 2hy, ™ = 0(1)
cand t € [tj_1,t;]. Deducem:

/d?z > / % =D [mp(tjen) +0(t551) = I plty) = i0(t;)] =
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2mi, daca 0 € D,,

:hwww4nmw+uwm—em»={od%éOGC\E‘

Observatie. In general, pentru orice curba rectificabila inchisa v si pentru
orice zy € vy, se poate arata ca numarul

1 1
mw=—/ dz
i

2m ).,z — 2o

este un numar intreg, numit indicele curbei vy in mgort cu punctul zy si acesta

numara cate rotatii complete face raza vectoare zyy(t) in jurul punctului zg, cand
t parcurge intervalul de definitie [a,b].

Teorema (Formula integrala a lui Cauchy). Fie D C C un domeniu,
v C D o curba Jordan omotopa cu un punct in D, f: D — C o functie olomorfa
in D. Atunci, pentru orice punct din domeniul interior curbei v, 2o € D, avem
1 [ f(z)
f(z20) = 5=

=— [ ——dz.
2mi ), 2 — 20

Demonstratie. Functia g : D — C definita prin

f() = f(=0)
9(2) = Z— 20
f'(z0), daca z = z,

, daca z € D\ {2},

este continua pe D si olomorfa In D \ {z}. Conform unor rezultate anterioare,
urmeaza ca

0= /g(z)dz = Mdz - Mdz = ﬁdz —2mif(z0).

Z— 20 'YZ_ZO 'YZ_ZO

Consecinta. Functiile olomorfe admit derivate de orice ordin. Mai precis,
cu notatiile din teorema precedenta,

£ () = 2= / _JC g

C2mi ), (2 — )ttt

Demonstratie. Pentru orice z; € D exista o curba Jordan v C D astfel
Incat zy € D, de exemplu y(t) = zo + 7€', t € [0,27], cu r > 0 suficient de mic.
Pentru aceasta curba v are loc formula integrala a lui Cauchy gi, mai departe,
aplicam teorema de derivare a integralelor cu parametru.

Vom arata acum ca are loc urmatoarea reciproca a teoremei fundamentale a
lui Cauchy:

Teorema (Morera). Fie f: D — C o functie continud pe domeniul D C C
Daca pentru orice curba vy inchisa, omotopa in D cu un punct, avem

[ 1z =0,
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atunci f este olomorfa in D.

Demonstratie. Fie zo € D si r > 0 astfel incat D(zp,r7) C D. Deoarece
discul D(zp,7) este un domeniu simplu conex, orice curba inchisa v C D(zg,r)
este omotopa in D(zp, ) cu un punct, prin urmare f7 f(2)dz = 0. Rezulta ca f
admite primitive pe D(zg, ), fie F' una dintre ele. Functia olomorfa F' admite
derivate de orice ordin, in particular I, deci f = F' este functie olomorfa in z.

O consecinta importanta a teoremei lui Morera este urmatoarea: daca stim
ca f este continua pe D(zg,7) si olomorfa in D(zg,r) \ {20}, atunci este olomorfa
pe intreg discul D(zg,7), si aceasta deoarece pentru o astfel de functie integrala
este 0 pe orice curba omotopa cu un punct.

Teorema (Liouville). Fie f : C — C o functie olomorfa si marginita.
Atunci [ este constantd.
Demonstratie. Aratam ca, Vzg € C, f'(z) =0. Avem:

1 M M
— - d 2R—:— 0
7' (zo)l M nl=F z—z@ ‘ R

pentru R — +o00.

Teorema lui Liouville furnizeaza o demonstratie rapida pentru

Teorema fundamentala a algebrei. Orice functie polinomiala de grad > 1
are cel putin o radacina in C.

Demonstratie. Daca presupunem, prin reducere la absurd, ca exista un
polinom P cu grad (P) > 1 fara radacini in C, atunci functia

este definita pentru orice z € C si este olomorfa in C. Dar
lim P(z) =00 = lim f(z) =0,
Z—00 Z—00

si prin urmare f este marginita, iar din teorema lui Liouville rezulta ca este
constanta, in contradictie cu ipoteza grad (P) > 1.

In final, prezentam formula integrala a lui Cauchy pentru o coroana circulara.

Teorema. Fie0<r<R,qeCgK={2€C: r<|z—¢q| <R} Daca
f D — C este olomorfa in domeniul D si K C D, atunci pentru orice zy € K,

f(20) = % Ulz_qu %dz - /Z_qr %dz] .

Observatie. Daca domeniul D este simplu conex atunci ambele circumferinte
sunt omotope in D cu un punct, si este aplicabila formula integrala a lui Cauchy:
deoarece z este in interiorul discului D(gq, R) dar in exteriorul discului D(q,r),
prima integrald este f(zg) iar a doua 0. Teorema aduce ceva nou numai in cazul
in care f este olomorfa pe coroana K, dar nu si in tot discul interior.
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FicurA 1. Coroana circulara

Demonstratie. Notam cu %y si %, circumferintele celor doua discuri si cu
@ centrul lor. Fixam un punct oarecare A € %g si notam cu B punctul de
intersectie al segmentului QA cu %,.

Este evident ca se poate defini o lege orara v = ~y(t) pentru care punctul
curent y(t) pleaca din A; = A, parcurge %x in sens trigonometric si ajunge din
nou in A = A,, parcurge apoi segmentul AB si ajunge in By = B, continua pe
cercul G, in sens antitrigonometric si ajunge din nou in B = Bj si, in final, revine
in A; pe segmentul B;A;.

Observam ca curba v astfel definita este o curba rectificabila, inchisa, inclusa
in domeniul D si care, mai mult, este omotopa in D cu un punct: putem deforma
continuu curba micgorand raza R pana la r si pastrind fix segmentul final By A,
in timp ce rotim in jurul lui () segmentul de trecere AsB,, pana restringem
interiorul curbei la un singur punct.

Vom aplica pe curba v teorema fundamentala a lui Cauchy pentru aceeasi
functie g ca in demonstrarea formulei integrale:

f2) = 1(z)

g(z) = Z— 2y
f'(z), daca z= z.

0= / o2z = [ g [ ()

deoarece integralele pe AB si BA se reduc. Concluzia rezulta din

, daca z € D\ {2},

Obtinem

/} g(z)dz = (2) dz — f(z) dz = (2) dz —2mif(zo)

Gr % T %0 Gr T <0 Gr T %0
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si

[K ()

[g T fozio dz —

J.

f(20)

zZ— 20

dz:/
%'r

f(2)

Z— 20

dz — 0.



