Cursul 8

Functii analitice

Vom studia acum comportarea sirurilor si seriilor de functii olomorfe, cu
scopul de a dezvalui o proprietate esentiala a acestor functii: analiticitatea. Stim
deja ca, spre deosebire de cazul functiilor reale unde exista functii f derivabile
cu derivata f’ nederivabila, in complex orice functie f olomorfa intr-un domeniu
D este in mod necesar indefinit derivabila pe D. Vom arata ca, mai mult, f este
chiar analitica pe D, adica dezvoltabila in serie de puteri in orice zo € D. Mai
precis, pentru orice zy € D exista p > 0 astfel incat egalitatea

. fn)
f(Z) = Z f n(!ZO)_<Z — Zo)n,
n=0
are loc pentru orice z cu |z — 2| < p.

Aceasta echivalenta intre derivabilitate si analiticitate este specifica functiilor
complexe, si arata ca intreaga teorie a functiilor olomorfe poate fi construita
pornind de la definirea lor ca sume de serii de puteri, exact calea istorica de
dezvoltare a analizei complexe.

81. Siruri de functii olomorfe

Fie D C C un domeniu (multime deschisa si conexa) si fie f,, : D — C un sir
de functii.

Definitie. Sirul de functii (f,,) converge punctual la functia f : D — C daca,
pentru fiecare z € D,

Functia f se numeste limita punctuala a sirului (f,,).

Sirurile de functii (f,,) sunt utilizate, de regula, pentru a defini functii noi,
necunoscute, ca limite punctuale ale unor giruri de functii cunoscute, si suntem
interesati sa stabilim proprietatile functiilor f,, care se transfera la functia limita.

Dupa cum este bine stiut din cazul real, convergenta punctuala este prea
slaba: ea nu pastreaza nici macar continuitatea functiilor f,. De exemplu,
urmatorul gir de functii continue

z
fa(2) = TH (i fn: C—C,
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are ca limita punctuala functia discontinua

0, Reze(—oo,—%)u(%,—i—oo),
fE) =%, Rez==z,

2 21 ]

z, RezE(—§,§)

Pentru a formula un concept de convergenta mai adecvat scopului nostru, sa
observam ca (f,,) este punctual convergent la f daca si numai daca:

Vze D, Ve>0,3n(e,z)eNa. 1. n>n(e) = |fulz) — f(2)| <e.
Vom cere acum ca rangul n(e, z) sa poata fi ales acelagi pentru toti z € D.

Definitie. Sirul de functii (f,,) converge uniform la functia f : D — C daca:
Ve>0,3dn(e) eNa. i.n>n(e) = |fu(z) — f(2)| <e VzeD.

Convergenta uniforma implica convergenta punctuala, evident, si, exact ca
in cazul functiilor reale, transfera continuitatea:

Teorema. Daca sirul de functii continue f, : D — C converge uniform la
functia f: D — C, atunci f este continua pe D.

Demonstratie. Fie zy € D fixat arbitrar. Pentru orice z € D gi n € N|
avem majorarea

1F(2) = F(0)l < [f(2) = a2+ [fn(2) = fulz0)] + [ful20) = F(20)]-

Fie ¢ > 0. Din uniforma convergenta pe D a girului (f,), deducem ca exista
un ng = ng(e) pentru care primul si ultimul termen al sumei sunt < £/3, pentru
orice z € D, iar din continuitatea functiei f,, obtinem existenta unui §(¢) > 0
astfel incat termenul din mijloc al sumei este < /3 pentru orice z cu |z —zo| < 0.

Am aratat astfel ca, pentru orice ¢ > 0, exista d(¢) > 0 astfel incat |z—zy| < 0
implica |f(2z) — f(z0)| < &, deci f este continua in punctul zy, fixat arbitrar in
D. 0

In demonstratia de mai sus, pentru a stabili transferul continuitatii in zg, este
suficient ca sirul de f,, sa fie uniform convergent la f doar pe un disc D(zp,7) C D,
caz in care alegand d(e) < r demonstratia ramane aceeasi.

Continuitatea si olomorfia sunt proprietati locale, ele se stabilesc in fiecare
punct al domeniului D si depind numai de comportamentul functiei pe o veci-
natate a punctului studiat. Din acest motiv, pentru transferul continuitatii si al
olomortfiei convergenta uniforma pe intreg domeniul D este prea restrictiva, vom
introduce un nou concept de convergenta, perfect adaptat scopului nostru:

Definitie. Sirul de functii (f,,) converge uniform pe compacte la f : D — C
daca VK C D, multime compacta, Ve > 0, Inkg(c) € N a. 1. n > nk(e) =
[fn(2) = f(2)| <&, Vze K.



Observatie. In definitia de mai sus este suficient sa consideram numai o
familie { D(z;,7;)} de discuri inchise, ale caror interioare sa acopere D. In adevar,
in acest caz, pentru orice compact K C D se poate extrage o acoperire finita

K C D(zil,ril) J---u D(sza Tik-)
si atunci se poate defini
7’LK(€) = max{nﬁ(zil,nl)(g)v cee 7nﬁ(zik,rik)(€)}‘

Este evident ca rezultatul dat de teorema precedenta, transferul continuitatii,
se pastreaza si in cazul convergentei uniforme pe compacte.

Utilizarea multimilor compacte este foarte avantajoasa in cazul functiilor con-
tinue care, dupa cum stim, sunt marginite pe compacte: daca f,g: K — C sunt
continue pe compactul K C C, se poate defini abaterea mazxima pe K

If = gllx = sup [f(2) — g(2)] < 400
zeK
si avem urmatoarea caracterizare a convergentei uniforme:

Propozitie . Sirul de functic continue f, : D — C converge uniform pe
compacte la [ daca si numai daca, pentru orice compact K C D,

[ = fllx = 0.

Analog sirurilor numerice, are loc gi urmatoarea caracterizare de tip Cauchy:

Teorema. Sirul de functii (f,) este convergent uniform pe compacte dacd i
numai daca ¥ K C D compact, Ve > 0, Ank(e) € N astfel incat n > nk(e) =
‘fn+p(z> o fn<2)| <g, v DE N,v z€eK.

Teorema. Daca sirul de functii continue f, : D — C converge uniform pe
compacte la f, iar v C D este o curba rectificabila, atunct

lim fn(z)dz:/f(z)dz.

n—oo

Demonstratie. Functia limita f este evident continua, deci integrabila pe
curba rectificabila v. Multimea suport v C D este imaginea functiei continue
v = v(t) definita pe un interval compact [a,b], deci este multime compacta.
Atunci, Ve > 0, 3n,(e) € Nastfel iIncat n > n,(e) = |fu(2)—f(2)] <e, Vz €7,
de unde obtinem

L ful2)dz - / f(2)dz / [fa(2)dz — f(2)]dz

pentru orice n > n.(¢), de unde concluzia. O

<eL(v),

Teorema de convergenta a lui Weierstrass. Daca sirul (f,,), de functii
olomorfe in D C C converge uniform pe compacte, atunci

(1) functia limita f este olomorfa in D,

(17) pentru orice k € N, sirul derivatelor de ordin k, (fék))n, converge uniform
pe compacte la f*).



Demonstratie. (i) Pentru orice curba inchisa 4 omotopa cu un punct in D

avem
/fn(z)dz =0,
”

pentru orice n € N. Teorema precedenta ne permite sa trecem la limita sub

integrala si obtinem
/ f(z)dz=0.
.

Acum, din teorema lui Morera, deducem ca f este olomorfa in D. o
(1i) Fieqg € D sir > p > 0 astfel incat D(q,r) C D. Pentru orice 2o € D(q, p),
utilizand formula integrala a lui Cauchy pentru derivata de ordin k, obtinem

K fa(2) = [(2)
1P (z0) — ¥ (20)| = o /Z_q_r (2 — 29)FH1 dz| <
k! 1
< o 27r - (r — p)F+t ' ‘zs_‘;pzr |[fn(2) = f(2),

de unde deducem convergenta uniforma a girului ( fy(Lk))n la f® pe discul inchis
D(q, p). Cum familia { D(q, p) }4ep este o acoperire deschisa a lui D, demonstratia
este incheiata. U

Fiind date functiile f,, : D — C, putem considera seria de functii

S ha=fotfit ot fatn
n=0

convergenta ei fiind data, prin definitie, de convergenta girului de functii

sp=Jo+ fi+- -+ fn,

numit girul sumelor partiale.
o

Mai precis, vom spune ca seria Z fn este
n=0

(1) convergenta in D, daca sirul de functii (s,), este punctual convergent,
adicd dacd seria de numere complexe Y >~ f,(z) este convergenta V z € D;

(ii) absolut convergentd in D, dacd seria de numere reale pozitive Y~ | fn(2)]
este convergenta V z € D;

(1ii) uniform convergentd pe compacte in D, daca sirul de functii (s,), este
uniform convergent pe compacte.

Amintim ca absoluta convergenta implica convergenta simpla a unei serii,
pentru convergenta uniforma pe compacte avem urmatorul criteriu:

Teorema. Daca pentru fiecare compact K C D, seria de numere reale pozi-

(0.9} o0
tive Zsup |fu(2)| este convergenta, atunci seria de functii Z fn este uniform
n=0 2€K n=0

convergenta pe compacte.



Demonstratie. Enuntul presupune ca functiile f, sunt marginite pe K,
notam || fullxk = sup,ex |fu(2)] < +o00. Fie € > 0. Pentru fiecare z € K si
p € N avem majorarea

[sn4p(2) = $n(2)| <[ fara ()] + - + [faip(2)] <

< an+1|| T+t anerH <eg,

valabila pentru orice n > ng(e), unde nk(e) este dat de convergenta seriei cu
termeni pozitivi Y~ || fullx si nu depinde nici de z, nici de p. O

Teorema de convergenta a lui Weierstrass pentru serii. Daca seria
oo

Z fn de functii olomorfe in D C C converge uniform pe compacte, atunci
n=0

o
(1) suma seriei s = Z fn este olomorfa in D,
n=0
(o)
(77) pentru orice k € N, seria derivatelor de ordin k, Zf,gk), converge uni-
n=0

form pe compacte si are suma s,

Demonstratie. Se aplica teorema de convergenta a lui Weierstrass sirului
de functii s, = fo+ f1+ -+ fa O

8§2. Serii de puteri

Dintre toate seriile de functii cele mai importante sunt cele mai simple: seriile

de forma
o0
n
Sz - 20)",
n=0

numite serii de puteri. Sirul (a,), C C este numit girul coeficientilor seriei,
deoarece fiecare suma partiala

Sp(2) =ag+ai(z—20) + -+ an(z — 20)",

este o functie polinomiala cu coeficienti complecsi, dezvoltata dupa puterile lui
z — zg. Studiul acestor serii poate fi redus, de cele mai multe ori, la cazul zg = 0,
prin schimbarea de variabila z — zy > 2.

Exemplul fundamental de serie de puteri este seria geometrica, despre care
stim deja ca este convergenta daca si numai daca |z| < 1, caz in care suma ei
este

n=0

Sa observam ca seria geometrica este chiar absolut convergenta pe discul D(0, 1),
seria modulelor fiind chiar seria geometrica din R:

o o0 1

n n
27| = Z|" = ——— < +o00.
Skrl= Y=
n=0 n=0
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Mai mult, seria este gi uniform convergenta pe compacte in discul D(0, 1), deoarece
pentru orice compact K C D(0,1) avem sup,.p |2| = p < 1 si atunci

o0

o0 oo 1
sup |2"| = sup |z])" < pPl=—— < +o0.
ZZEK’ | nzz()<z€K| D n—0 1- P

n=0
Sa observam ca, desi este uniform convergenta pe compacte, seria geometrica

nu este gi uniform convergentd pe intregul disc D(0,1) la suma sa, s(z) = .

Intr-adevir, abaterea maxima pe D(0,1) tinde la infinit:

lsn—1 = sllp,1) = sup [sn—1(z) — s(2)| = sup > —7

|z|<1 |z]<1 |]. — Z‘ -

In concluzie, seria geometrica este absolut si uniform convergenta pe compacte

in D(0,1) si este divergenta in orice z cu |z| > 1. Spunem ca discul unitate

D(0,1) este discul de convergenta al seriei geometrice. Vom arata ca situatia

aceasta este tipica: pentru orice serie de puteri exista si este unic un astfel de
disc de convergenta, D(zg, R), cu R € [0, +o0].

oo
Lema lui Abel.(i) Daca pentru un zy # 0 seria Z a,z, este convergenta,

n=0
)

atunci seria de puter: E a,z" converge absolut si uniform pe compacte in discul

n=0

D(O"ZO’)§

o
(17) daca seria E anz, este divergenta, atunci seria de puteri E a,z" este

n=0 n=0
divergentd in orice z cu |z| > |zo].

Demonstratie. (i) Fie K C D(0,|2|) un compact si p = sup,cx |2|. Deoa-

rece supremumul din definitia lui p este atins, avem p < |zp|. Din convergenta
o0

seriei E a,zy urmeaza ca exista M > 0 astfel incat |a,2f| < M, ¥n € N. Prin

n=0
urmare, pentru orice z € K,
2 n p n
_' <M (_> .
<0 |20l
. .y . P o o .
Deoarece seria geometrica cu ratia — < 1 este convergenta, deducem ca seria

EY

o0

|anzn| = |anz(7)L|

sup |a,z"|
n—o 2€K

este convergenta, de unde rezulta atat absoluta convergenta cat si convergenta
oo

uniforma pe compacte in D(0, |2o|) a seriei de puteri 5 a,z".

n=0



(77) Daca am presupune, prin absurd, ca exista un z cu |z| > |z| pentru care
oo

seria este convergenta, atunci, conform punctului (), seria E a,z, ar trebui sa

n=0
fie convergenta, dar nu este. U
o
Teorema razei de convergenta. Pentru fiecare serie de puteri E Qp 2"
n=0

exista in mod unic R € [0, +00], numit raza de convergenta a seriei considerate,
astfel incat

(1) daca R =0, atunci seria converge numai in z = 0;

(77) daca R € (0,400), atunci seria de puteri converge absolut i uniform pe
compacte in discul D(0, R) si diverge in orice z cu |z| > R;

(1ii) daca R = +oo, atunci seria de puteri converge absolut i uniform pe
compacte in C.

Raza de convergenta este data de formula Cauchy-Hadamard

o 1
lim sup /||

n—oo
Demonstratie. Definim
oo
R =sup<r >0 pentru care Z a,r" converge » € [0,400].
n=0

Daca R = 0 demonstratia este incheiata.
Consideram cazul R € (0,+00). Pentru orice p cu 0 < p < R exista r cu
o0

p < r < R astfel incat seria Zanr” sa fie convergenta. Atunci, din lema lui

n=0
S

Abel, seria Z a,z" este absolut i uniform convergenta pe compacte in D(0, p).
n=0
Obtinem ca seria este absolut si uniform convergenta pe compacte in tot discul

D(0, R).

Daca ar exista zg curg = |z9| > R in care seria de puteri sa fie convergenta, tot
din lema lui Abel ar rezulta ca seria e convergenta pentru orice z cu R < |z| < 7y,
contrazicand definitia lui R.

Cazul R = +00 este cuprins in discutia de mai sus.

Unicitatea se justifica astfel: daca am presupune ca exista doua raze de con-
vergenta distincte, R < R', In orice zy cu R < |z| < R’ seria ar trebui sa fie
convergenta sgi divergenta in acelagi timp.

Pentru a stabili formula Cauchy-Hadamard, definim

o
R* =sup ¢ r >0 pentru care Z la,|r™ converge » € [0,400],
n=0

7



si avem R* < R, deoarece convergenta absoluta implica convergenta simpla.
Pentru orice r < R punctul z = r este in discul de convergenta, urmeaza ca

Yoo o @™ este absolut convergentd, de unde deducem ca r < R*, deci R* = R.

Aplicam acum, pentru seria de numere reale pozitive

oo
E | |r"
n=0
criteriul de convergenta cu limita superioara al lui Cauchy, si obtinem ca, daca

¢ =rlimsup {/|a,| <1,

n—oo
atunci seria converge, iar daca ¢ > 1 seria diverge. Primul caz implica inegalitatea
1

lim sup v/|ay|
n—oo

< R,

iar al doilea implica inegalitatea inversa. U

Exemplu. Verificati ca urmatoarele serii de puteri au raza de convergenta
R precizata:

(1) innz”, R=0;
n=1

(id) i 22" R=1/2.

1

(1i1) Zn_"z", R = +o0;

n=1
[e.9]
Teorema. Suma f(z) = E a,z" a unei serii de puteri cu raza de convergenta
n=0

R > 0 este olomorfa in discul de convergenta D(0, R). Mai mult, seria poate fi
derivata termen cu termen iar coeficientii ei sunt dafi de formula

(n)
an:f (0), VneN.
n!

Demonstratie. Functiile f,,(z) = a,2" sunt olomorfe in C si din teorema de

convergenta a lui Weierstrass pentru serii de functii olomorfe urmeaza: (i), suma
oo

f(z) = Z ful2) = Z a,z" este olomorfa in D(0, R) si (ii), pentru orice k € N,
n=0

= n=0
seria derivatelor de ordin k este uniform convergenta pe compacte in D(0, R) si

are ca sumi f®).
Sa observam ca seriile derivatelor de ordin k

B (2) = 3 nn—1)---(n—k+1a,2z"",

n=~k



sunt tot o serii de puteri, gi sunt convergente in orice z € D(0, R), avand prin
urmare raza de convergenta > R. Formula coeficientilor se obtine luand z = 0
in aceste serii.
Vom arata, in final, ca toate seriile derivatelor au de fapt raza de convergenta
egala cu R. Este suficient sa aratam aceasta pentru seria derivatelor de ordin
o0

intai, f'( E na,z""t. Este clar ci seriile E na,z"" " si E na,z" sunt

n= 1
convergente pentru aceeam z € (C deci au aceea81 raza de Convergenta iar ultima

are raza

1 R
limsup {/n|a,| a nh_{](f)lo n o

n—0o0

83. Functii analitice

Fie D o multime deschisa nevida. Functia f : D — C se numeste analitica
in D daca pentru orice zg € D exista ro > 0 astfel incat D(z,79) C D si pe
D(zp,70) functia f este suma unei serii de puteri

Zan z—29)", Yz € D(zy,70)-

n=0

Cu aceasta definitie, teorema de derivare a seriilor de puteri se reformuleaza
astfel:

Teorema. Daca f : D — C este analitica atunci este olomorfa in D. Mai
mult, in acest caz, pentru orice zg € D exista ro > 0 astfel incat

< §0) (4,
z) = Z f—()(z — 20)", Yz € D(z,10).

n!
n=0

Pentru a arata ca are loc si reciproca teoremei de mai sus, avem nevoie de
urmatoarea

Lema. Fie R >0 si f: D(0,R) — C o functie olomorfa in D(0, R). Atunci

Y,

n=0

(n)

" Yz e D(0,R).

Demonstratie. Fie zp € D(0,R) si p € R cu |2] < p < R. Vom folosi
formula integrala a lui Cauchy

Fle0) = 5o N foiodz.

9



|Zo|

. 20
Pentru orice z cu |z| = p avem ‘—‘ = < 1 i atunci
z

p
1 11 I = (20\" ~= 2
z2—zy =z 1_@_,2“2%(2) _nz%z”“

z

f(2)=

este
it

Din aceste egalitati rezulta ca seria de functii in variabila z, Z

n=0
uniform convergenta pe cercul |z| = p, deci seria comuta cu integrala:

1 f(z
f(ZO)ZQ_M/|Z| pZ—ZQ ~ 2mi A, pz z"“
JEXS /1 f(z AR
R[] )-8

In ultima egalitate de mai sus am folosit formulele lui Cauchy pentru derivate

n! Mdz.

i vt

70(0) =
|z1=p

0

Teorema. Daca f : D — C este olomorfa atunci este analitica in D. Mai
mult, in acest caz, pentru orice zg € D, dezvoltarea

este valabila in cel mai mare disc centrat in zy st inclus in D.

Demonstratie. Fie zy € D fixat arbitrar. Notam
R=d(z,C\D)%¥ nf |2 = 2|
Daca D = C, atunci R = +o0, altfel R € (0, +oo), in orice situatie D(zg, R) C D.
Definim ¢(z) = f(z + 20), g : D(0,R) — C. Functia g este olomorfa pe
D(0, R) si atunci, conform lemei, admite dezvoltarea

)
=37 ).+ v e D0, R).
n=0

n!

Cum g™ (0) = f™(z,), obtinem pentru f dezvoltarea din enuntul teoremei, deci
f este analitica in D. O

Exemplu. Verificati ca urmatoarele functii elementare au dezvoltarile indi-

cate:
0 n

(1) eZ:Z%, Vz € C;
n=0
10



e 2n

(2) cos z = Z(—l)"z— Vz e C;

— (2n)!
] o0 »2n+1
(3) SNz = nz%(—l) m, Vz € C,
> n+1
(4) In(1+2) = Z(—l)” Z+ T |z| <1 (determinarea principala);
n
n=0
e 1) — 1
(5) (14+2)*=1+ Z ale—1) ‘(@ nt )z", |z| <1 (determinarea
n!
n=1

principald);

Rezolvare. Se calculeaza derivatele f™ pe baza formulelor de derivare
a functiilor elementare si se aplica teorema de dezvoltare in serie a functiilor
analitice.

84. Principiul prelungirii analitice

Teorema. Daca f este olomorfa in domeniul D C C si nu este identic nula,
atunci, pentru fiecare zg € D, exista in mod unic un m € N $i o functie olomorfa
g:D — C, cug(z) # 0 si astfel incat

f(z)=(2—20)"g(2), Vz € D.
Observatie. Numarul m > 0 se numeste ordinul de multiplicitate al lui z

ca radacina a lui f si, din demonstratia care urmeaza, el se determina exact ca
la polinoame: este cel mai mic ordin de derivare m pentru care f™(z) # 0.

Demonstratie. Fie zy € D fixat arbitrar. Aratam ca exista un ng astfel
incat f(")(z) # 0. Presupunem, prin reducere la absurd, c& nu exista acest ng
si obtinem ca multimea

A ={z € D pentru care f™(z) =0, ¥n € N}

este nevida. A este inchisa in D ca intersectie de multimi inchise

A= ﬂf “({oy).

A este gi deschisa: daca z; € A atunci, din dezvoltarea lui f in z; obtinem

2 F) (2,
fz)=> f—()(z —2)" =0,

n!
n=0

pentru orice z dintr-un disc D(z1,71) C D, deci si toate derivatele lui f sunt
identic nule pe D(zy, 7). Conexiunea domeniului D implica atunci egalitatea
A = D, sirezulta ca f este identic nula pe D, in contradictie cu ipoteza teoremei.

Am aratat ci exista un ng astfel incat f(")(z) # 0. Definim m ca fiind cel
mai mic numar natural cu aceasta proprietate, deci dezvoltarea lui f in z, are

11



forma

() (2, (m1) (5 X
0= S5 L
m [ S (20) | fUD(20)
= (2= %) [ m! TSR

pentru orice z dintr-un disc D(zg,r9) C D. Definim

% p(metk)
f—(zo)(z — 2)¥, pentru z € D(z, 1),

|
9(2) = k=0f((?;l )
z
—_— t D :
=)™ pentru z € D\ {2}
. e VA o f(m)(Zo) .
Functia ¢ este corect definita, este olomorfa In D cu g(z9) = — # 0 s
m!
F(2) = (2 — 2)"g(2), V2 € D. O

Teorema. Fie f o functie olomorfa pe domeniul D C C, z* € D i (2,)n un
gir din D\ {z*} convergent la z*. Daca f(z,) =0, Vn € N, atunci f este identic
nula in D.

Demonstratie. Presupunem ca f(z,) =0, Vn € N, si admitem, prin absurd,
ca f nu este identic nula in D. Rezulta ca ordinul de multiplicitate m este bine
definit pentru orice z € D, in particular pentru limita z*.

Exista deci m > 0 si g o functie olomorfa in D, cu g(z*) # 0 astfel incat
f(z) =(z—=2z")"g(z), Yz € D. Din f(z,) =0 cu z, # z*, urmeaza ca g(z,) = 0,
Vn € N. Functia ¢ fiind continua, din z, — 2z* urmeaza ca g(z*) = 0, in
contradictie cu definitia lui g. O

Principiul prelungirii analitice afirma ca doua functii h i g, analitice (echiva-
lent: olomorfe) intr-un domeniu (multime deschisa si conexa) D, care sunt egale
pe o multime A C D avand cel putin un punct de acumulare in D, sunt egale pe
tot domeniul D. intr—adevér, aceasta concluzie rezulta din teorema de mai sus,
aplicata functiei diferenta f = h — g.

Exemplu. Aratati ca identitatea trigonometrica
sin 2z = 2sin z cos z,

valabila pentru z € R, este valabila si in C.

Rezolvare. Functia h(z) = sin2z coincide cu functia g(z) = 2sin z cos z pe
multimea A = R care, evident, are puncte de accumulare in C, deci h coincide
cu g pe intregul domeniu comun de definitie, D = C.
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