Cursul 9

Teorema reziduurilor

81. Serii Laurent

Am vazut ca orice functie olomorfa intr-un disc D(0, R) este dezvoltabila in
serie de puteri, mai precis,

> f(n)
=30

n

pentru orice z € D(0, R), iar acest rezultat a fost stabilit cu formula integrala a

lui Cauchy,
1 f(2)
= — ———d R
/(z0) 2me /|zr z— 29 srsa

dezvoltand in serie de puteri, pe baza seriei geometrice, fractia .
Z — 20

Studiem acum cazul in care stim numai ca f este olomorfa intr-o coroana
circulara:

Teorema. Daca f este o functie olomorfa in domeniul
K(r,R)={z€C: 0<r<|z| <R},

atunci exista gi sunt unic determinati coeficientii (an)nez astfel incat

f(z)= i a,z" + i a_p,z" ",
n=0 n=1

pentru orice z € K(r, R).
Demonstratie. Fie zy € K(r, R), si fie 1o si Ry astfel incat
r<ryg<l|z| <Ry <R.

Analog demonstratiei mentionate, vom folosi acum formula integrala a lui
Cauchy pentru coroana circulara K (rg, Ry),

f(z0) = QLm U'Z:RO zfiiodz - /|z=ro Zfﬁzzodz} |

. 70 . .
Pentru orice z cu |z| = rg avem |—| = — < 1 i atunci
20 ’ZO|
oo [e.9]
1 1 1 1 <z >n 2"
— 20 7o z :__Z o :_Z S
zZ— 2 01— =2 20 1= \ %0 =0 <0
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seria fiind uniform convergenta pe cercul de ecuatie |z| = r.
Analog, pe cercul |z| = Ry avem dezvoltarea in serie uniform convergenta

1 11 IR [20\"  ~= 2
z—2 2 1 @_z;<z> _Z%Z"H'

z
Introducem aceste dezvoltari in formula lui Cauchy mentionata mai sus i, co-
mutéand seriile cu integralele, obtinem pentru f(z) o dezvoltare de forma dorita:

f(z0) = ﬁ Li:% (/M:Ro §n+1 ) + Z (/|Z|:mf(z)zn dz) z{;lH] —
- % [io (/Z|=RO f +1 ) o Z (/| =ro f@= dz) %] B

n

‘(S (L Ee) s S (L, )]

Justificam acum unicitatea acestei dezvoltari. Fie (ay,)nez astfel incat

oo [o@)
= 5 an2" + E a_nz ",

pentru orice z € K(r, R) si fie p > 0 cu r < p < R. Atunci, pentru orice k € Z,

ZHle—Zan/Z'p "kldz+2a_ / 2Rl g

|=p
[t
|z|=p 27rz,m =—1

in membrul drept din formula precedenta toate integralele sunt nule cu exceptia
uneia singure, si anume aceea pentru care n —k —1 = —1, daca k > 0, sau aceea
pentru care —n—k—1 = —1, daca k < 0. Analizand aceste doua cazuri, obtinem
in final formula de calcul a coeficientilor ay:

|z|=p

Deoarece

1 f(z)
ap = — dz, Vk € Z,

F 21 |z|=p Zk+1
in care, datorita olomorfiei integrandului, valoarea integralei nu depinde de raza
€ (r,R). O

Observatie. In general, se prefera ca o dezvoltare de forma
[() = an(e = 2"+ D an(z =),
n=0 n=1



sa fie scrisa condensat ca o serie Laurent

o0

f&) =Y au(z— )

n=—oo

intelegand prin aceasta ca atat seria

o0
Z an(z —2°)",
n=0

numita partea analitica a dezvoltarii, cat si seria

[e.e]
Z a_n(z—2")"",
n=1

numita partea principalda, sunt convergente.

Sa observam ca partea analitica a unei dezvoltari in serie Laurent este o serie

de puteri in variabila u = z — zg, iar partea principala este o serie de puteri
I 1 . . ..

in variabila w = ——— i atunci, notand cu R; raza de convergenta a seriei

zZ— 20
00

(o)
E a,u’ i cu Ry raza de convergenta a seriei de puteri E a_,w", deducem ca,
n=0

n=1
[eS)

1
daca E < Ry, atunci seria Laurent E an(z—zo)" este convergenta 1 coroana
2

n=—0oo

. 1 . . .
circulara o < |z—20] < R;. Mai mult, convergenta fiind uniforma pe compacte,
2
rezulta ca suma oricarei serii Laurent este o functie olomorfa in coroana circulara

de convergenta.
Reciproc, daca stim ca f este olomorfa in coroana K (r, R) atunci in mod
necesar

1
— <r<R<R
Rz_r ~ 1

1
de unde rezulta ca Ry > — daca r > 0 sau Ry = +o00 daca r = 0.
r

82. Singularitati izolate

Vom studia acum comportarea functiilor complexe la frontiera domeniului de
olomorfie. Cazul cel mai simplu este cand frontiera se reduce, local, la un singur
punct, adica atunci cand f este olomorfa pe o coroana circulara K (r, R) cur = 0:

Definitie. Fie D C C un domeniu, 2o € D si f : D\ {20} — C o functie
olomorfa. In aceasta situatie, zo se numeste punct singular izolat pentru f.

Pentru orice punct singular izolat 2y, exista R > 0 astfel incat D(zo, R) C D,
prin urmare f este olomorfa in coroana circulara 0 < |z — 29| < R, de unde
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deducem ca f este dezvoltabila in serie Laurent in z:

oo
f2) = S an(z - )",
n=—00
pentru orice z € C cu 0 < |z — 29| < R. S& observam ca partea analitica
a dezvoltarii are raza de convergenta > R, in timp ce partea principala este
absolut gi uniform convergenta pe compacte in C \ {z}.

Definitie. Pe baza dezvoltarii in serie Laurent, un punct singular izolat z
este numit

(1) punct singular aparent daca a_, = 0 pentru orice n > 1;

(i) pol (de ordin p > 1) daca a_, # 0 si a_, = 0 pentru orice n > p+1 ;

(791) punct singular esential in toate celelalte situatii.

ec—=1—-=z
52
deoarece dezvoltarea Laurent are partea principala nula:
ef—1—-z 1 1 1,

Exemple. Functia f(z) = are o singularitate aparenta in zg = 0

Functia f(z) = 5 are in zy = 1 dezvoltarea

(z—1)

e* e et
Je == -
e 1 e 1 e e e
= .- 4.~ 44 (=1 — (=12 ...
0 Gt aor tata oD

deci zy = 1 este pol de ordin p = 2.

Functia f(z) = sin — are in zy = 0 dezvoltarea Laurent
z

.11 1 1 1 1 1
f(z)—smz— 1 2 3!'z3+5!‘z5 S
de unde se vede ca zy = 0 este o singularitate esentiala, deoarece partea principala
are o infinitate de coeficienti nenuli.

Teorema. Punctul singular izolat zy este un punct singular aparent pentru
functia f daca si numai daca exista lim f(z) € C.
zZ—20
Demonstratie. Daca z; este un punct singular aparent atunci
f(Z) = Qg +CL1(Z — Zo) +CL2(Z — 20)2 + .. .
pentru orice z cu 0 < |z — 29| < R, de unde lim f(2) = ay.
Z—Z20

Reciproc, daca exista lim f(z) = wy € C, atunci functia
Z—20

g(z) — {f(Z), Z 7é 20,

Wo, <z = 2o,



este continua pe D si olomorfa in D\ {z,}. Conform teoremei lui Morera, g este
olomorfa, deci analitica, in D. Exista R > 0 si (a,)nen astfel incat

[e.9]

9(z) = ) an(z = 20)",

n=0
pentru orice z € D(zy, R), cu ag = wy, evident. Deoarece f coincide cu g pe

coroana 0 < |z — 29| < R, obtinem astfel dezvoltarea Laurent a lui f in care
partea principala este nula, deci zg este un punct singular aparent pentru f. [

Teorema (Riemann). Punctul singular izolat zy este un punct singular
aparent pentru functia f daca $i numai daca lim (z — zo) f(2) = 0.
Z—20

Demonstratie. Daca punctul 2z, este un punct singular aparent atunci exista
lim f(z) = wp € C, si astfel

Z—r20

lim (z — 2z0) f(2) = 0-wo = 0.

Z—r20

Reciproc, presupunem ca lim (z — 2g) f(2) = 0 si definim functia
Z—r20

o= { o ot

care, exact ca in demonstratia precedenta, este iarasi continua pe D si olomorfa
in D\ {2}, deci dezvoltabila in serie de puteri in z

g(z) = an(z —20)", V |z — 20| < R,

NE

3
Il
o

cu ag = g(z) = 0.
Din
(2 — 20) f(2) = g(2) = a1(z — 20) + aa(z — 20)* + az(z — 20)° + - -,
urmeaza ca
f(2) =ay+as(z — 20) +as(z — 20)* +as(z — 2)* +-- -,

pentru orice z din coroana 0 < |z — zy| < R in care f coincide cu g, si astfel am
aratat ca zg este o singularitate aparenta pentru f. O

Teorema. Punctul singular izolat zy este pol de ordin p, cu p > 1, pentru
functia f daca si numai daca exista o functie olomorfa g : D — C cu g(z) # 0
st astfel incat

pentru orice z € D\ {z}.



Demonstratie. Din dezvoltarea in serie de puteri a functiei analitice g,
(z — 20)Pf(2) = g(2) = ap + a1(z — ) + aa(z — 20)* + as(z — z)* +-- -,

cu ag = g(zo) # 0, obtinem dezvoltarea Laurent a lui f in z

£(2) " —+ S
Z)=qay+ —m ai s —mmmm Ay + —mm oo
e N R R ) 7
din care rezulta ca 2y este pol de ordin p. O

Teorema. Punctul singular izolat zy este pol pentru functia f daca si numasi

daca lim f(z) = oo.
Z—20

Demonstratie. Daca punctul singular zy este pol, atunci trecand la limita
cu z — zp in relatia data de teorema precedenta, obtinem

lim f(z) = lim ~g(z) =00 g(z9) = 0.

z2—20 z—20 (Z — Zo)p
Reciproc, daca presupunem ca lim f(z) = oo, atunci lim = 0, prin
22 z—z0 f (z)
1 . .
urmare — are in 2y o singularitate aparenta. Deducem ca — are dezvoltarea
. Y .o . 1 .
Laurent in zy cu partea principala nula si cu ap = lim ﬂ =0. Fieng > 1
Z—r20 z

primul coeficient nenul:

1
7o) = o2 = 20)" o+ Gngia(z = 20)™ T+ angpale — )T 4
= (2 — 20)" [@ng + ng+1(2 — 20) + Angs2(2 — 20)> + -+ - ]

= (2 —2)"g(2),
cu g olomorfa gi g(z9) = an, # 0. Exista deci r > 0 astfel incat

1 1
£(z) = -
A P TRTE
pentru orice z cu 0 < |z — 2| < r, de unde urmeaza concluzia. O

83. Teorema reziduurilor

Consideram zy un punct singular izolat pentru o functie f cu dezvoltarea

Laurent de forma

a_ a_
f(z):...+(z ;)2+Z 12 +ag+ a1(z — 2) +as(z — 2)* + ...,
— <0 - <0

pentru orice z cu 0 < |z — 2| < R.

Definitie. Coeficientul a_; din dezvoltarea de mai sus se numeste reziduul
lui f in z; si se noteaza cu

Rez (f, z0) ol
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Importanta coeficientului a_; este data de demonstratia urmatorului rezultat
auxiliar:

Lema. Fie zy un punct singular izolat pentru functia f olomorfa in D\ {zo},
st fie vy C D o curba Jordan rectificabila cu domeniul interior D, C D. Daca
2 € D, atunci

/f(z)dz = 2miRez (f, z).

Demonstratie. Notam cu f, partea principala din dezvoltarea Laurent a lui
fin zp. Deoarece f, este olomorfa in C\ {2}, rezulta ca g = f — f, este olomorfa
in D\ {z} gi are in zy o singularitate aparenta. Exista deci o prelungire g a lui
g olomorfa in D, pentru care

0= /y 3(2)dz = /y g(2)dz = A F(2)dz — /7 fo(2)dz.

Am aratat astfel ca
[ ez = [ e
¥ o

Datorita uniformei convergente pe compacte a seriei care defineste pe f,, avem

/f()d g /d—z+ /L+ / dz_ _
g P e 5 (2= 20)? - + (2= 20)? - ’YZ_ZO_

:"'+(Z,3'O+CL,2'O+CL71'27Ti:27TiR,eZ(f,ZQ>.

Aici am folosit faptul ca, pentru n > 2, functiile f,(z) = ﬁ admit
2 —zZ)"
-1 1

. prin urmare
n—1 (z—z)" 1

primitive in C \ {2}, de exemplu F,(z) =

dz 1

/— = 0, iar pentru n = 1, functia fi(z) = nu admite primitive
- (2= z0)" z— 2

definite pe tot domeniul C\ {z}, dar, conform unui rezultat din Cursul 7,

1
/ dz = 2mi,
y zZ— 20

deoarece zg € D,. O

Exemplu. Sa se calculeze integrala

1
/ zcos —dz.
|z|=1 z

Rezolvare. Punctul zy; = 0 este un punct singular izolat pentru functia
f(2) = zcos 1. Din dezvoltarea
1 1 1 1 1 1
e . _|_ —
z 6! 25 4 23 20 z 0!



rezulta ca

/ f(2)dz = 2miRez (f,0) = —mi.
|z|=1

In cazul polilor, reziduul poate fi calculat firs a efectua dezvoltarea Laurent
a functiei:

Teorema. Daca punctul singular zy este un pol de ordin p pentru functia f,
atunci
ar—1

ez (/. 0) = g i 2 [ = P2,

Observatie. Daca zy este pol simplu, cu p = 1, atunci nu mai are loc nici o
derivare

Rez (f, z0) = lim (2 — 29) f(2).

Z—20

Demonstratie. Daca zy este un pol de ordin p atunci f are dezvoltarea
Laurent de forma

p— —a_p .« .. a_2 a_l —_
f(Z)—<Z—Zo)p+ +(Z_ZO)2+Z_ZO+(Z(]+CL1(Z Zo)—i-...,
prin urmare functia analitica
)P
g(Z): {(Z ZO) f(Z), Z%ZO

a_p, 2 = 20,

are dezvoltarea in serie de puteri
g(2)=a_p+-F+ao(z—20)P " +a (2 — 2" +a(z — )"+ ...,

de unde obtinem

1
— (p—1) — (p—1)
R YT (o) (1)l = )
O
Exemplu. Sa se calculeze reziduul functiei
2> +1
f(Z) - (Z o Z)3

in 20 — 1.
Rezolvare. Punctul zy = i este pol de ordin 3 pentru f. Notam
9(2) = (2 =)’ f(2) = 2" +11
si avem ¢'(z) = 5zt si ¢"(2) = 2023, Obtinem
1 1
Rez (f,i1) = = lim¢"(z2) = 59”(2’) = —20i.

9l i
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Teorema reziduurilor. Fie D C C un domeniu, A C D o mulfime fara
puncte de acumulare in D gi f : D\ A — C o functie olomorfa. Atunci pen-
tru orice curba Jordan rectificabila v C D\ A, cu domeniul interior D, C D,
multimea AN D, este finita si

/f(z)dz:Qm' Z Rez (f,a).

a€AND~

Demonstratie. Daca presupunem, prin absurd, ca A N D, este infinita,
atunci se poate extrage un sir de elemente distincte (a,) C AN D,. Dome-
niul interior al unei curbe Jordan fiind multime marginita, rezulta ca sirul (a,)
este marginit si admite, prin urmare, un subsgir convergent la un a* € 57 Cc D.
Se contrazice astfel ipoteza ca multimea A nu are puncte de acumulare in D.

Am aratat ca AN D, este finita, fie AN D, = {a1,as,...,a,}. Punctele a;,
sunt punctele singulare izolate ale lui f aflate in D,,. Fie f; partea principald a
dezvoltarii Laurent a lui f in ay. Fiecare fi este olomorfa in C\ {a;} iar functia
g = f — > [r are In fiecare a; o singularitate aparenta. Rezulta ca prelungirea
prin continuitate g a lui g in punctele a; este olomorfa pe o vecinatate deschisa
a lui D,, de unde, aplicand teorema fundamentala a lui Cauchy, obtinem:

0= [ g(z)dz= [ g(z)dz = [ f(z)dz =D | fa(2)dz.
J gt = fatos= [ s =32 |
[y ez =3 / ful2)dz,

si aplicand fiecarei functii f; lema precedenta, obtinem concluzia teoremei. [

Deci

Exemplu. Sa se calculeze integrala

/ e*dz
L, 2(22+4)

unde v este cercul de ecuatie |z + ¢| = 2 parcurs in sens trigonometric.

z

e
2(22 +4)
punctele —2¢, 0 si 2¢ sunt singularitati izolate. Domeniul interior curbei vy este
discul deschis de raza 2 centrat in —i, deci

D,={z:|z—(—i)| < 2}.

Rezolvare. Functia f(z) = este olomorfa in C\ {—24,0, +2i}, deci

In D, sunt situate numai singularitatile —2z si 0, prin urmare

/f(z)dz = 2miRez (f, —2i) 4+ 2miRez (f,0).
.

Punctele —2¢ si 0 sunt poli de ordinul 1, astfel ca

z —2i

Rez (f,—2i) = lim (2 +2i)f(2) = —Z<Ze_ 20) lomai %(—4@)
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si

1
= —g(COSQ —isin2),

. e® 1
Rez (£,0) = () f(=) = |, = 7
Obtinem 1n final
e* T
— =2 (2—cos2+isin2).
/|z+i|2 2(22+4) 4 (2 = cos2 +isin2)
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