Cursul 13

Multimi Julia

Fie f : C — C o functie complexa si fie f* = fo fo.--o f iterata de ordin
n a lui f. Peste tot in continuare vom presupune ca f este dezvoltabila in serie
de puteri in tot planul (cum sunt functiile polinomiale, functiile exp(z), sin(z),
cos(z), g.a.) sau ca este catul a doua astfel de functii (in particular f poate fi o
functie rationala).

Prin orbita (sau traiectoria) unui punct ¢ € C, intelegem girul

ZO:Cﬁzl:f(C)>ZZ:fQ(C)7-'~7Zn:fn(C>""

sau, altfel spus, sirul recurent

Zne1 = f(zn), n=0,1,2,...
ZOZC.

Orbita unui punct fix este formata numai din acel punct. In general, daca ¢
este un punct periodic de ordin p, adica un punct fix al iteratei fP, p fiind cel mai
mic numar natural cu aceasta proprietate, atunci orbita sa este formata numai
din p puncte distincte, deoarece z, = fP(({) = ( = 2. Mai mult, toate cele p
puncte ale orbitei, 20 = ¢, ..., z,-1 = fP~}({) sunt si ele periodice de ordin p.

Punctul periodic ¢ de ordin p este atractiv daca |(f?) (¢)| < 1, repulsiv daca
|(fP) ()] > 1 si neutru in rest. Este usor de vazut ca in acest caz avem

(f7) (z0) = (f7) (1) = -+ = (") (zp1) = f'(20) f'(z1) - -~ [ (2p-1),
unde zg = ¢, ..., zp-1 = fP7({) sunt punctele orbitei lui ¢, si prin urmare
punctele unei orbite periodice sunt in acelasgi timp toate atractive sau toate re-
pulsive sau toate de tip neutru.

Daca ¢ este un punct periodic de ordin p atractiv atunci exista o vecindtate a
sa cu proprietatea c& pentru orice ¢ din acea vecindtate subsirul z,; = fP*({) este
convergent la ¢ pentru k& — oo. Mai mult, in acest caz toate punctele orbitei lui
¢ sunt atractive (formeaza o orbitd periodicd atractivd) si pentru orice astfel de
orbita exista o multime deschisa B C C, bazinul ei de atracie, astfel incat pentru
orice ¢ € B sirul (f*(¢))n este format din subsirurile (f?*({))r, (fP5T(O)k, - - -,
( fpkﬂH(Z )i convergente fiecare la cate unul din punctele orbitei periodice.

Punctele ¢ € C au fost clasificate in functie de predictibilitatea orbitelor lor.
Punctele cu un comportament previzibil formeaza mulfimea Fatou asociata lui f,
notata Fy, iar celelalte formeaza multimea Julia, J;. Definitiile exacte presupun
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cunostinte avansate de teoria functiilor complexe care depasgesc interesul nostru,
aga ca vom preciza doar semnificatia lor. Punctul ( este un punct Fatou daca
toate traiectoriile care pornesc dintr-o vecinatate a sa au acelasi comportament:
de exemplu toate tind la acelagi punct fix atractiv (finit sau nu), sau toate tind
la aceeasi orbita periodica atractiva.

Printr-o teorema clasica data Paul Montel in 1927, daca ( este un punct Julia,
atunci pentru orice vecinatate U a sa, oricat de mica, reuniunea traiectoriilor care
pleaca din punctele lui U umple tot planul, cu exceptia eventuala a cel mult doua
puncte. Impredictibilitatea orbitei lui ¢ € J; este evidenta: o eroare oricat de

mica 1n alegerea datei initiale ¢ In vecinatatea lui ¢ poate conduce la o orbita
(f™(C)) care se poate indeparta oricat de mult de cea a lui (.

Este clar ca orice punct fix repulsiv este punct Julia. Mai mult, in cazul
functiilor considerate de noi, are loc urmatoarea caracterizare: multimea Julia
J¢ este inchiderea multimii punctelor periodice repulsive ale lui f.

Sa exemplificdim pentru functia f(z) = 2?. Ecuatia f(z) = 2 are numai doud
solutii zp = 0 si 23 = 1. Deoarece f’(z) = 2z, obtinem imediat ca zy = 0 este
un atractor (adica un punct fix atractiv) iar z; = 1 este un repulsor (punct fix
repulsiv). Iteratele de ordin n sunt de forma

frz) = 2",

prin urmare orbita oricirui ( € C este de forma (¢*"). Daci |¢| < 1 atunci
(" — 0 pentru n — oo iar daca |¢| > 1 avem (¥" — oo. S& observam ci si
punctul de la infinit este punct fix, f(co) = oo. In final obtinem ca multimea
Fatou a lui f este formata din doua componente conexe

F; = ByU By,

multimea By = {z € C cu |z| < 1} fiind bazinul de atractie al lui zp = 0 iar
Bo, ={z € C cu |z| > 1} bazinul de atractie al punctului de la infinit. Punctele
care au ramas, cele de pe cercul unitate, formeaza multimea Julia

Jr={2€Cculz| =1}
Sa observam ca avem si egalitatea
Jy = 0B,

care este adevarata in general pentru orice functie f polinomiala.
Punctele periodice de ordin p > 2 sunt solutiile nenule ale ecuatiei fP(z) = z,
adica 2% = z, care sunt de forma
2km .. 2km
+ ¢sin ,
2r —1 2r — 1

Zkp = COS
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Toate acestea se afla pe cercul unitate si sunt puncte periodice repulsive, deoarece
|f (zkp)| = 2|2kp| =2 > 1. Este usor de vazut ca se verifica egalitatea

o0

Jp=J{erp |k =0,1,... 20 = 2}.

p=2

1. Colorarea multimii Julia pe baza definitiei. Urmitoarea clasi C#

coloreaza cu alb multimea Julia i cu rogsu multimea Fatou asociata unei functii
complexe f, analizand comportarea sirului (f™(zg)) pentru doua valori aleatoare
ale datei initiale 2y in regiunea din C corespunzatoare pixelului colorat.

public class JuliaRandom : ComplexForm

{

static Complex i = new Complex(0, 1);

static Complex c

0.45 + 0.2 * i;

Complex f(Complex z)

(zxzxz+c) /(z*xz*xz-c)
u=z*z *x z;

return (u + ¢) / (u - ¢);

public override void makeImage ()

setXminXmaxYminYmax(-2.7, 3.5, -3.1, 3.1);

{ //£(z)=
Complex
b
{
Complex

z0, a, b;

double prec = 0.01;

double infinit = 1.0e20;
Random nrand = new Random();
int nrIter = 100;

foreach

{

z0 =

(Pixel px in bmpPixels)

getZ(px) ;

z0 + prec * new Complex(nrand.NextDouble() - 0.5,
nrand.NextDouble() - 0.5);

z0 + prec * new Complex(nrand.NextDouble() - 0.5,
nrand.NextDouble() - 0.5);

(int k = 0; k < nrIter && a.Ro2 + b.Ro2 < infinit; k++)
a = f(a);
b = £(b);

Color col = Color.White;
if (a.Ro2 > infinit && b.Ro2 > infinit ||



(a - b).Ro2 < prec) col = Color.Red;

setPixel(px, col);
if (px.J == 0 && !resetScreen()) return;

FIGURA 1. Class JuliaRandom

2. Metoda locului final. Urmatorul program re-coloreaza multimea Julia
din exemplul precedent prin metoda locului final: au aceeasi culoare pixelii 2z
care dupa un numar prestabilit de iteratii (suficient de mare), ajung in acelasi
loc.

public class JuliaGreen : ComplexForm
{
Complex ¢ = new Complex(0.45, 0.2);
Complex f(Complex z)

{
Complex u = z * z * z;
return (u + ¢) / (u - ¢);
}
public override void makeImage()
{

setXminXmaxYminYmax(-2.7, 3.5, -3.1, 3.1);
int nrliter = 101;



foreach (Pixel px in bmpPixels)

{
Complex z = getZ(px);
for (int k = 0; k < nrlter && z.Ro2 < 1.0e20; k++)
{
z = f(z);
}
Color col = Color.Black;
if (z.Ro2 < 1.0e10) col = getColor(Math.Abs(getI(z.Re)) +
Math.Abs(getJ(z.Im)) + 1);
setPixel (px, col);
if (px.J == 0 && !resetScreen()) return;
}

FIGURA 2. Class JuliaGreen

Imaginea din Figura 3 a fost obtinuta tot prin metoda locului final, dar pentru
functia f.(z) = 22 +¢, cu ¢ = —0.21 —0.70i. Sunt puse in evidentd componentele
conexe ale multimii Fatou, componenta alba corespunde punctului de la infinit,
care In acest caz este un punct fix atractiv, iar componentele colorate corespund
unei orbite periodice atractive.

3. Metoda iteratiilor retrograde. Fie f : C — C o functie rationala si J;
multimea Julia asociata ei. Daca 2, este un punct oarecare din J; (de exemplu
un punct fix repulsiv) atunci J; coincide cu inchiderea multimii predecesorilor



FicuraA 3. Componente Fatou

lui zg, adica
Jy = Uf_”(zo),

unde f~"(z9) = {z € C| f"(z) = 2z0}. Aceasta proprietate sta la baza metodei
iteratiilor retrograde, metoda folosita de urmatorul program pentru trasarea
multimii Julia asociate functiei polinomiale de gradul doi f(z) = 2? + ¢, cu
¢ = —0.4538 + 0.55946 1.

public class JuliaRetro : ComplexForm{
static Complex i = new Complex(0, 1);
static Complex c = -0.4538 + 0.55946 * ij;
//Complex f(Complex z) { return z * z + c; }
Random nrand = new Random();
public static Complex Sqrt(Complex z)
{

double a = z.Re;
double b = z.Im;
if (b == 0.0)
if (a >= 0.0) return new Complex(Math.Sqrt(a), 0.0);
else return new Complex(0.0, Math.Sqrt(-a));
else
{
double w = Math.Sqrt(a * a + b * b);
if (b >= 0.0) return new Complex(Math.Sqrt((w + a) / 2.0),
Math.Sqrt((w - a) / 2.0));
else return new Complex(-Math.Sqrt((w + a) / 2.0),
Math.Sqrt((w - a) / 2.0));



}

}

void trans_total(ref List<Complex> 1i){
List<Complex> rez = new List<Complex>();
foreach (Complex z in 1i)

{
rez.Add(Sqrt(z - c));
rez.Add(-Sqrt(z - ¢));
}
1li = rez;

+

void trans_random(ref List<Complex> 1i){
List<Complex> rez = new List<Complex>();
foreach(Complex z in 1i)

{
setPixel(z, PenColor);
if (nrand.NextDouble() < 0.5)
rez.Add(Sqrt(z - c));
else rez.Add(-Sqrt(z - c));
}
1i = rez;

}
public override void makeImage(){
setXminXmaxYminYmax(-1.5, 1.5, -1.5, 1.5);
List<Complex> fig = new List<Complex>();
Complex delta = Sqrt(l - 4 * c);
fig.Add((1 + delta) / 2);
fig.Add((1 - delta) / 2);
for (int k = 0; k < 15; k++){
trans_total(ref fig);
}
for (int k = 0; k < 1000; k++){
trans_random(ref fig);
if ('resetScreen()) return;

4. Multimi Julia pentru polinoame. In cazul polinoamelor, punctul de
la infinit este un punct fix atractor, iar frontiera bazinului sau de atractie coincide
cu multimea Julia asociata polinomului. Complementara bazinului de atractie
al punctului de la infinit este numita multimea Julia plina asociata polinomului
f, si este formata din acele puncte zy pentru care sirul (f°"(zo)) este marginit.
Frontiera acesteia coincide si ea, evident, cu multimea Julia propriu-zisa a lui f.
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FIGURA 4. Class JuliaRetro

Urmatorul program utilizeaza modul de colorare ETA (escape time algorithm,)
pentru a pune in evidenta multimea Julia plina atasata functiei f din exemplul
precedent.

public class JuliaPlina : ComplexForm

{
static Complex c¢ = new Complex(-0.4538, 0.55946);
Complex f(Complex z)

{
return z * z + c;
}
public override void makeImage ()
{
setXminXmaxYminYmax(-1.5, 1.5, -1.5, 1.5);
int k, nrIter = 1001;
foreach (Pixel px in bmpPixels)
{
Complex z = getZ(px);
for (k = 0; k < nrIter && z.Ro2 < 4; k++)
{
z = f(z);
}
setPixel (px, getColor (775 + k));
if (px.J == 0 && !resetScreen()) return;
}
}



FiGUurA 5. Class JuliaPlina

5. Exemplu final. Urmitoarea clasi C* ilustreaza multimea Julia a functiei
f asociate prin metoda lui Newton polinomului generalizat

p(z) = (z° = 1),

pentru w = 0.54 + 0.51.

public class JuliaNewton :

{

ComplexForm

static Complex i = Complex.setReIm(0, 1);
Complex.setRoTheta(1.0, 0.0 * Math.PI / 3.0);
Complex.setRoTheta(1.0, 2.0 * Math.PI / 3.0);
Complex.setRoTheta(1.0, 4.0 * Math.PI / 3.0);
Complex omega = 0.54 + 0.5 * 1i;

Complex f(Complex z)

Complex epsO =
Complex epsl =
Complex eps2

{
Complex w0 =
Complex wl =
Complex w2
return z -

b

omega / (z
omega / (z
= omega / (z
1/ (WO + w1

+

eps0) ;
epsl);
eps2) ;
w2);

public override void makeImage()

{

setXminXmaxYminYmax (-1000.5, 1000.5, -1000.5, 1000.5);
double prec = 0.00001;
int k, nrIter = 10000;
foreach (Pixel px in bmpPixels)

{
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Complex z = getZ(px);
for (k = 0; k < nrIter; k++)

{
if ((z - eps0).Ro2 < prec
Il (z - epsl).Ro2 <prec
|| (z - eps2).Ro2 < prec) break;
z = f(z);
}

setPixel(px, getColor(635 + 5 x k / 2));
if (px.J == 0 && !resetScreen()) return;

FIGURA 6. Class JuliaNewton



